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Bernhard Riemann und die Mathematik der letzten hundert Jahre~). 
Von R. COURAI~T, G6ttingen. 

Es ist mir bet diesem Kursus die Aufgabe zu- 
gefallell, Ihnen heute in eillem einleitenden Vor- 
trage eine Skizze yon den Kr~ften und Bewegungen 
zu geben, als deren Produkt die gegenw~rtige 
Mathematik uad mathematische Physik erscheint, 
und welche ffir uns in dem Namen ]~ERNHARD 
RIE~IANN ihr reinstes Symbol finden. 

Zeit und Oft dieser Veranstaltung stehen in 
enger t3eziehung zu RIEMANN. ES sind ge:rade 
ioo Jahre her, dab er als ein Sohn des llieder- 
s~chsischen Landes geboren wurde. G6ttingen ist 
der Ort gewesen, wo er studiert und promoviert 
hat, wo er seine akademisci~e Laufbahll als Privat-  
dozent begann und wo er sehr bald darauf Pro- 
fessor wurde, bis er frfihzeitig ether tfickischen 
Lungenkrankheit  erlag. 

Aber diese mehr ~uBeren Beziehullgen allein 
rechtfertigen das Thema meines Vortrages nicht. 
Wenn ich RIEMANN in den Mittelpunkt einer Be- 
t rachtung fiber die Entwieklung der Mathematik 
unseres Zeitalters stelle, so geschieht dies allein 
deswegen, well f/it jede tiefer dringende historische 
Einsicht RIEMANN als die schlechthin entscheidende 
Fignr dieser Epoche erscheinen mulK 

Warum abet fiberhaupt eine historische Be- 
trachtungsweise yon Dingen der Mathematik oder 
der Naturwissenschaften? - -  so wird vielleicht 
mancher fragen. Liegt nicht eine spezifisch un- 
historisehe Einstellung im Wesen unserer Wissen- 
schaftell, in denen atles dutch Logik oder durch 
Experiment nachweisbar ist, in denen nichts Gel- 
tung hat  als systematische Zusammenh~nge und 
in denen jede Willkfir verp6nt erscheint? Ist  in 
unserer wissenschaftlichen Interessensph~re Platz 
ffir eine Betrachtung der Zuf~lhgkeiten eiller 
historischen Entwicklullg ? 

Ich glaube, dab wir heute mehr denn je eine 
solche historische Einstellung brauchen. AuBer- 
ordenthch viel h~ngt ffir unsere Wissenschaften 
davon ab, ob und wie ihre Yertreter es verstehen, 
sich selbst und den Kreis ihrer ~Virksamkeit als 
Glieder ether groBen Entwicklungsreihe zu be- 
trachten, und  in welchem MaBe sie imstande sind, 
aus dem BewuBtseill dieser Zusammenh~nge ffir 
Gegenwart und Zukunft  zu lernei1. 

Freilich muB eine solche historische ]3etrach- 
tung alles andere eher sein als eine bloBe Re- 
gistrierung yon Tatsachell und Daten. Die g~h- 
nende Langeweile derartiger Geschichtsschreibung 
exakter Wissenschaften ist ein ¥ielfaches der 
Schrecknisse, die mancher yon uns als Schfiler 
in einem schlechten Geschichtsunterricht durch- 

1) Er6ffnungsvortrag bet dem mathematisch-physi- 
katischen Oberlehrerkurs in G6ttingen, Juli 1926. 
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lebt hat. Auch biographische Anekdoten flit sich 
allein k6nnen aus dem Kreise rein menschlicher 
Teilnahme llicht ill das Reich historischer Er- 
kenntnis hiniiberffihren. 

Warum gerade heute dieses Bedfirfllis nach 
geschichtlicher Betrachtung? GewiB, wir leben 
in einer Zeit, wo es in unseren \¥issenschaften mit  
Macht vorw~rts geht. Vieles geschieht weithin 
sichtbar in der Physik und manches mehr still 
und verborgen in der Mathematik. Und dennoch 
ist das organische gesunde Wachsen auf das 
schwerste bedroht yon den Gefahrell des Spe- 
zialistentums. Ich will gar nicht  mehr davon 
sprechen, dab die Physik und Astronomie sich 
yon der Mathematik, die Technik sich yon der 
Physik getrennt hat ;  aber auch innerhalb der 
einzelnen FAcher ist oft spezialistische H6chst- 
leistung mit  denkbar gr6Bter allgemeiner Ullbil- 
dung verbunden;  Fachgenossen aus Nachbar- 
gebieten verstehen einander nicht mehr; Geometer 
und Analytiker, theoretische ullcl experimentelle 
Physiker stehen einander h~ufig teilnahmslos 
gegenflber und arbeiten mit  Leidenschaft und Er- 
fotg auf ihrem Gebiet, ohne sich der Zusammen- 
h~nge des Ganzen bewuBt zu sein und ohne fiber 
die Frage llachzudenken: Woher und wohin? 

Wir mtissen demgegenfiber lernen, die natfir- 
lichen Ziele der wissenschaftlichen Entwicklung 
zu sehen oder welligstens zu ahllen, und wit mfissen 
lernen, unsere I{r~kfte bewuBt in den I)ienst der 
Aufgabe zu stelten, diese Ziele so geradlinig wie 
m6glich zu erstreben. 

Start  dessell droht immer mehr die Gefahr, 
dab alles planlos treibt, daB der zusammengeraffte 
Strom zielstrebender Entwicklung sich in ein tur- 
buIentes, wirbelnd zerfiieBendes Chaos aufl6st. 

Ein  groBer Tell der heutigen Mathematiker 
und Physiker kommt mi rvo r  wie der durchschnitt- 
liche moderne 1Viensch, welcher glaubt, auf Grund 
der Lektiire yon Provinzzeitungen politische An- 
sichten haben zu k6nnen oder gar aktiv in die 
Politik eillgreifen zu diirfen, w~ihrend es doch 
eilles tiefen historischen Sinnes bedarf, um zu 
lernen, was die gestaltenden Kr~fte der mensch- 
lichen Gesellschaft sind, ulld wie man das eigene 
Streben und Wirken mit  ihnen in Eillklang bringen 
kann. 

Geschichte als die Lehre yon den gestaltenden 
Kr~ften und als die Kunst,  das Notwelldige vom 
ZufMligen zu unterscheiden, ist eine schwierige 
und fast unl6sbare Aufgabe, wenn sie sich auf die 
Betrachtung der Politik und der allgemein mensch- 
lichen Dillge bezieht. Fiir den engen Interessen- 
kreis einer Wissenscha~t - -  eng ira Vergteich mit  

64 



814 COURANT: BERNHARD RIEMANN und die 

der Ffille des mensehlichen Lebens im allgemeinen 
- -  k6nnte die Aufgabe leichter erscheinen. Aber 
hier t r i t t  als erschwerendes Moment hinzu, dab 
yon dem Historiker eines Wissensgebietes neben 
dem historischen Inst inkt  als unerl~iBliche Voraus- 
setzung tiefste Bekanntschaft n i t  den Dingen 
dieses Wissensgebietes selbst gefordert werden 
muB; wohl datum ist ein wirklicher ~ s to r i ke r  der 
exakten Wissensehaften ein noch selteneres Ph~ 2 
nomen als ein Historiker der allgemeinen Geschichte. 

Unserer Zeit ist das Gltick zuteil geworden, 
einen solchen historischen-Geist erieben zu dfirfen 
oder vielmehr einen groBen, ffihrenden Gelehrten, 
dessen Lebenswerk schlieBlich in eine historische 
Betrachtung unserer \¥issenschaft eingemfindet 
ist. Ich meine FELIX KLEIN, dessen geschichtliche 
Vortr~tge, wenigstens in ihrem ersten Teil, sehr 
bald der ~ffentlichkeit vorliegen werden und 
welche, darau zweifle ich nicht, eine tiefe Wirkung 
auf die weitesten an unserer Wissenschaft inter- 
essierten Kreise auszufiben best immt sind, Was 
ich Ihnen heute in einer kurzen historischen Skizze 
zu sagen babe, stfitzt sieh in vielem auf diese Vor- 
lesungen yon FELIX KLEIN~ 

Die Mathematik ist wohl die ~lteste und ehr- 
wfirdigste aller Wissenschaften] abet wir dfirfen 
nicht vergesgen, dab die Mathematik in ihrer 
heutigen Gestalt erst auf eine Entwicklung v0n 
kaum 3oo Jahren zurfickblicken kann. Nach den 
groBen entscheidenden Schritten im 17. Jahr- 
hundert, die zur systematischen analytischen Geo- 
metrie u n d  Infinitesimalrechnung ffihrten, Iolgt 
eine Zeit des rasehesten, f ippigs ten  Aufblfihens 
der mathematisehen Wissenschaften. Wir sehen 
im 18. Jahrhundert  an versehiedenen Stellen 
Europas verstreut eine Meine Schar hervorragender 
Denker, untereinander durch regen Gedankenaus- 
tausch verbunden, mit  erstaunlicher Energie und 
fiberw~tltigendem Erfolge das Geb~ude der exakten 
Wissenschaften errichten und ausbauen. 

Wenn wit Kinder des nerv6sen, fiberhasteten, 
spezialistischen 2o. Jahrhunderts uns in die Be- 
t rachtung dieser Zeit vertiefen, so frappiert uns 
vielleicht als der gr6Bte Eindruck die Universalit~t 
jener Geister. Es waren nicht Fachleute, sondern 
Repr~sentanten der Wissenschaft als eines Ganzen, 
bahnbrechende Physiker, Mathematiker, Astro- 
nomen und anderes mehr in einer Person, und was 
noch me!ar bedeutet, h~ufig genug fiberdies groBe 
harmonische Pers6nlichkeiten, die sich des inneren 
Zusammenhanges aller Wissenschaft fief bewuBt 
waren. 

Das Kennzeichen dieser Zeit ist eine naive Pro- 
duktivit~t.  Das neu eroberte Land lockt mit  so 
viet unbetretenen Gegenden, dab der Forschergeist 
es so rasch wie m6gIich durcheilen muG, unbekfim- 
mert  datum, ob der erworbene Besitz schon v611ig 
durchdrungen und gesichert ist. Unklarheiten 
und Unsicherheiten in den Grundlagen bedrficken 
die Mathematiker des 18. Jahflmnderts nicht sehr. 
Fragen nach Konvergenz oder Divergenz spieien 

Mathematik der letzten hundert Jahre. [ Die Natttr- 
[wissenschaftea 

keine Rolle. Ein sieherer Ins t inkt  fiihrt fast stets 
zu riehtigen Resultaten. 

Der Rahmen, in welchem sich diese Entwiek- 
lung abspielt, war der des alten Feudalstaates n i t  
seiner st~ndischen sozialen Schichtung. Das 
wissensc]~aftliche Leben war zun~chst allein re- 
prlisentiert durch wenige ausgezeichnete Pers6n- 
lichkeiten, um sich dann auf die Akademien zu 
konzentrieren, fast ohne Verbindung mit dell Uni- 
versit~iten, wo insbesondere die mathematische 
Wissenschaft eine gallZ untergeordnete, kfimmer- 
liche Rolle spielte. 

Die franz6sische Revolution, welche den Auf- 
takt  zur v611igen sozialen und politischen Um- 
gestattung Enropas  bildete, bezeichnet auch ffir 
unsere Wissenschafcen den ]3eginn eiller ~euen 
Entwicklungsphase. Es entstehen die modernen 
Volksstaaten. Die sozialen Bindungen zerreiBen, 
die W~nde zwischen den Volksklassen werden 
niedergerissen, neue Berufs- und Bet~tigungsm6g- 
lichkeiten er6ffnen sich jedermanm Unaufhaltsam 
setzt sich in Europa die Tendenz zur Verbreiterung 
und Demokratisierung auch in alien Kuttur-  und 
Bildungsfragen dutch und damit  im eigentlichen 
wissenschaftHchen Leben. Man n a g  dieser Ent-  
wicklung innerlich beistilnmen oder ihr n i t  
sehlfierzlieher Abneigung gegenfiberstehen, sie 
kam und ist gegenw~rfig ein entscheidender Fak- 
tor der Entwicldung, welche der einzelne nicht 
hemmen kann. 

Den ersten entschiedenen Ausdruck land diese 
Tendenz darin, dab die Pfiege der ~¢Vissenschaften 
in weitem MaBe yon den h6fischen Akademien an 
die Univer~it~iten und Hoehschulen iiberging. In  
Frankreich wurde I794 die ]~eole Polytechnique 
gegrfindet, n i t  d e n  Prinzip, dutch Heranzietiung 
der besten Gelehrten als Lehrer ein m6glichst hohes 
Niveau der Ausbildung zu erzielen. Der iiber- 
raschende Erfolg dieser Grtindung mahn te  andere 
eu[opttische Liinder zu Nachahmunge n in mehr 
oder weniger ver~nderter Form. 

In  PreuBen und anderen deutschen Staaten 
ging der AnsmB zu einer ~thnlichen Entwicklung 
yon der Aufgabe aus, die Oberlehrer ffir die Gym- 
nasien auszubilden. Die Neuorganisation des Bil- 
dungswesens hatte zu Beginn de s Jahrhunderts die 
SchaHung emes besonderen Oberlehrerstandes mit  
sich gebracht, w~hrend frfiher die Lehrerschaft 
der h6heren Schulen sieh aus alien m6gliehen 
Kreisen, insbesondere aus der Gruppe der jfingeren 
Theologen, rekrutierte. Die Universit~ten werden 
nun  die gegebenen St i f fen  zur Ausbildung der 
Lehrer, und an dieser neuen Aufgabe entwiekelt 
sich im Rahmen der Universit~ten fiberall regstes 
wissenschaftliches Leben. Ffir das Gebiet der Na- 
turwissenscbaften wird diese Entwicklung in 
PreuBen besonders durch das Eingreilen AL~ZX~N- 
DER VON HUMBOLDTS gef6rdert, der yon seinen 
Reisen und seinem langen Aufenthalt  in Paris die 
tnoderne Einsicht in die Notwendigkeit mitbrachte, 
Forschung und Lehre in die engsten gegenseitigen 
Beziehungen zu setzen. LIEmGS Berufung nach 
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GieGen gegen den Protest  der zfinftigen Fakult~t  
z. B. ist HUMBOLDTS ~:erk.  \¥ i r  wissen, was diese 
Berufung ffir die EntwicMung der Chemie bedeutet  
hat ;  yon ~hnlicher entscheidender Wichtigkeit  ffir 
die Mathematik  wurde die Ernennung yon JAcom 
zum Professor in K6nigsberg - -  eine Ernennung, 
die ebenfalls auf Betreiben yon HUMBOLDT und 
gegen den S¥idersfand: der Fakult~t  erfolgte. 

JAcom war der erste, welcher in der Mathe- 
mat ik  bewuBt und leidenschaftlich das Prinzip 
durchffihrte, in Universit~itsvorlesungen und Se- 
minaren die H6rer bis an die Grenze der wissen- 
schaftlichen Forschung mitzuffihren und ihnen den 
Zutrit£ zur Werksta t t  der wissenschaftlichen Pro- 
duktion weft zu 6ffnen. Mit einer hinreiBenden 
Lehrbegabung, mi t  einer blendenden Vielseitig- 
keit und Produktivit~t,  mit  einer rficksichtslosen 
gewaltt~tig-suggestiven Kraf t  getang es ihm in 
kurzer Zeit, hier eine ganz neue, in den exakten 
F~chern bis dabin wenigstens in Deutschland un- 
erh6rte Traditioll zu schaffen. Der Ruhm seiner 
Vorlesungen und seines wissenschaftlichen Be- 
triebes verbreiteten sich rasch. Das Beispiel der 
K6nigsberger Schule erobert der JAcoBIschen Lehr- 
tradit ion bald alle wichtigen Universit~tten und 
best immt so das Niveau der Anforderungen, welche 
heute fiberall an die wissenschaftliehe Ausbildung 
der h6heren Lehrer gestellt werden. Zugleich er- 
gibt sich ffir die Wissenschaft selbst eine so starke 
Verbreiterung der Basis, wie man sie wenige Jahr- 
zehnte vorher kaum er~:~umen konnte. 

GroBe Mathematiker der sp~teren Generation 
gehen aus dem Ereise der Oberlehrer hervor, die 
mittelbar oder unmit telbar  aus der JAcomschen 
Schule herauswachsen; ich nenne als Beispiel 
WEIERSTRASS. 

Aber 'die Verbreiterung des Betriebes der 
wissenschafflichen Mathematik - -  und diese Er- 
scbeinung ist auch typisch ffir alle Nachbargebiete 
- -  geht Halld in Hand mit  einer fortschreitenden 
Spezialisierung. Die Zahl deter, die glauben, aueh 
eir~ Scherflein zum Fortschri t t  der Wissellschaft 
beitragen zu mfissen, w~chst st~ndig, und noch 
gr6Ber wird die Anzahl derjenigen, die uln jeden 
Preis aus ~iul3eren oder inneren Grfinden wissen- 
schaftlich publizieren wollell. W~ihrend das 
18. Jahrhundert ,  das Zeitalter des Briefschreibens, 
nur kfimmerliche Publikationsm6glichkeiten und 
geringe Publikationsbediirfnisse kannte, w~ichst in 
unserem Zeitalter des Telegraphierens die Literatur  
an Zeitschriften und Bficbern ins Ungemessene und 
Uniibersehbare. I c h  gestehe, dab fch keinem mir 
bekanliten Mathematiker die F~higkeit zutraue, 
ohne Sctiwierigkeiten auch nut  den ffinften Tell 
alles dessen zu lesen, was in einer Zeitschriften- 
oder 5lonographienserie gedruckt ~Srd. Ob die 
Wissenschaft darunter ].eidell wtirde, wenn vier 
Ffinftel ungedruckt  bliebe, weiG ich nicht. Abet 
wit ersticken an dem Chaos yon Papier und 
Druckerschw~rze, wir verzagen vor  der Zer- 
splitterung der Wissensdhaft in SpezialitAten, und 
wir verzweifeln an der babylonischen Sprachver- 
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wirrung, welche uns verhindert, die Rede unseres 
n~chsten Fachgenossen zu verstehen. 

Und doch is t  es nicht wahr, dab die Wissen- 
schaft rettur~gslos der Aufl6sung in Spezialisten- 
rum verfallen ist. Sie selbst besitzt in sich die 
Kr~fte zu einer lebendigen, gesunden Weiterent- 
wicldung. Ffir die Mathematik werden, so glaube 
ich, diese weitertreibenden L e b e n s l ~ f t e  dutch 
den Namen RIE~aANN verk6rpert. Nicht bloG 
dutch den tats~chlichen Inhal t  dessen, was RIE- 
MAN~ geschrieben und gelehrt h a t ,  sondern mehr 
noch dutch d i e  Geistesriehtung, weIche in RtE- 
~ANN ihren reinsten Ausdruck finder. Um diese 
These heute im allgemeinen zu begrfinden ~ in 
den beidell folgenden Vortr~gen werde ich mehr 
im einzelnen auf RIEMAN~S Lebellswerk eingehen 
- -  muB ich einige weitere historische Bemerkungen 
fiber die Entwicklung der Mathematik im I9.Jahr-  
hundert  ' einschalten. 

Man hat  dieses Jahrhundert  das kritische Zeit- 
alter genannt. In der Tat, die souver~ine Un- 
bekfimmertheit, mit  der die aristokratischen Ge- 
lehrtennaturen des I8. Jahrhunderts  sich fiber 
Unklarheiten, Ull~ertigkeiten und Widersprfiche 
in den Grundlagen hinwegsetzen, mut3te der 
strengeren Gesetzlichkeit des bfirgerlichen Zeit- 
alters auch in der Wissenschaft weichen. Auch 
hier wird iiberall die Berechtigung des Bestehenden 
in Frage ge2ogen und in mfihsamster Arbeit die 
Grundlagen der Wissellschaft; sozusagen ihr gel- 
tendes tZecht, festgestellt. 

GAuss begillnt mit  dem Beweise des Fundamen- 
talsatzes der Algebra, und jeder yon uns kennt die 
groBen Leistungen, die mit  der strengen und ein- 
wandfreien Begrfindung der Analysis und Geo- 
mettle seitdem vollbracht worden sind. Ich er- 
innere nur an CAUCHY, dureh welchen die In- 
fillitesimalrechnung yon allen Beimengungen all 
Unklarheiten und Mystik befreit  und aus einer 
Art  Geheimwissenschaft auserw~hlter Geister zu 
einer leicht erlernbaren Kunst  gemacht wurde. Ich 
erinnere an die strenge Grundlegung der Analysis 
dutch BOLZANO, WIgltgRSTRASS und DtgDtgKIND; an  
die 5{engenlehre und an die moderne Theorie der 
reelten Funktionen. Abet  wit wissen auch, dab 
diese Entwicklungslinie vielfach zu einer l~lber- 
feinerung und fibertriebenen Zuspitzung der Be- 
griffe und schlieGlich zu uferlosen, abstrakten Be- 
griffsspekulationen zu ffihren droht. In den H~n- 
den direktiollsloser Kostg~inger der Wissenschaft 
ha t  sie eine Gefahr zu bilden begonnen ulld tr/~gt 
nicht zum wenigsten die Sehuld an dem heutigen 
krisenhaften Zustande. 

Ein weiteres Moment komlnt  hinzu. Der Witle 
zur Kritik, der V~'ilte zur unerbitflichen Strenge 
hat  in manchen Gebieten zu einer Verengung des 
Standpunktes gegenfiber dem 18. Jahrhunder t  
geffihrt. W'enn wir ein milit~irisches Bild ge- 
brauchen: Man hat  viele vorgeschobene Positionen 
aufgegeben, um die riickw~rtigen Verbindungen 
zu sicherll; man hat  sich hinter feste W~lle vet-  
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schanzt und sich freiwillig auf ein kteineres Gebiet 
besehr~inkt, um vor Angriffen der Krit ik sicher 
zu bleiben. Viele, auch hervorragende Mathema- 
tiker haben die ,,Strenge" so in Fleisch und Blur 
aufgenommen, dab ihrem BewuBtsein die M6glich- 
keit und Notwendigkeit ,,unstrenger", mehr phan- 
tasievoller Betrachtungen v611ig abhanden ge- 
kommen ist. 

Aus dieser Gefahr der Stagnation kann uns 
nun  eben die Ent~deklungstinie herausfiihren, die 
yon RIEMaNN ausgeht. 

Es ist eine ungerechte Einseitigkeit, wenn man 
immer nur  den kritischen Zug der Mathematik des 
19. Jahrhunderts hervorhebt. GroBe, ja gewaltige 
seh6pfetische Gedankenreihen stellen sich neben 
die mehr kritischeu und sind zum Teil eng mit  
diesen verschlungen. GAuss, dessen Riesengestalt 
die beiden Jahrhunderte verbindet und welt ins 
19. Jahrhundert  hineinragt, hat  viele dieser Ge- 
danken als m~chtige Impulse ins wissenschafthche 
Leben hineingeschleudert. Manches hat  er schwei- 
gend in seinem Innern bewahrt oder nur  andeu- 
tungsweise seinen n~ichsten Freunden er6ffnet. 
Von der ungeheuren Ffille des GAvssschen Ideen- 
reichtums geben uns vielfach nur  kurze Notiz- 
zettel Kunde, die erst mehr als ein halbes Jahr- 
hunder t  nach seinem Tode entr~tselt wurden. 
Es war vielleicht eine Tragik im I~ben  yon GAuss, 
dab sein Amt ihn zeitweise zu einer ~uBerst inten- 
siren und aufreibenden subatternen Arbeit zwang, 
wie z. ]3. der eigenh~ndigen Durchftihrung der han- 
noverschen Landesvermessung. GewiB hat  solche 
T~tigkeit auch wissensehafthche Frtichte getragen; 
abet wenn man sieht, was alles an mehr oder we- 
niger ausgeftihrten Entwtirfen und grol3axtigen Ge- 
danken yon GAuss niemals zur VerSffentlichung 
vorbereitet werden konnte, dann hegt fiir uns in 
dem Zeitalter der Assistenten und Laboranten und 
sonstigen HilfskrMte der Gedanke nahe, dab doch 
ein ungeheures Kapital  yon h6chster menschhcher 
Erkenntniskraft  sinnlos vergeudet worden ist. 

Gliicklicherweise ist es aber in der Wissenschaft 
nicht so, dab jemand, und mag er noch so originell 
sein, wichtige, ffir die Wissenschaft lebensnotwen- 
dige Gedanken auf immer mit  ins Grab nehmen 
kann. Wenn diese Gedanken auf der Entwick- 
lungslinie der ~ATissenschaft liegen, dann  werden 
sie friiher oder sp~ter in einem anderen begnadeten 
Geiste neu wieder entstehen und yon i h m i n  die 
Erscheinung gebracht werden. In  diesem Sinne 
ist RIEMANN nach vielen Richtungen der Neu- 
sch6pfer und Vollender dessen geweseu, was GAuss 
der Welt  schuldig geblieben war. 

Es wird immer eins der merkwfirdigsten Ph~- 
nomene in der Geschichte der Mathematik des 
19. Jahrhunderts bleiben, dab RIEMANN, fast ohne 
Beriihrung mit  dem Mten, nach auBen eisigen und 
verschlossenen GAuss, ohne die Gaussschen Ge- 
danken klar gekannt zu haben, dennoch in vielen 
Punkten so genau an GAuss ankntipfte. Es ist 
eben so, als ob die mathematische Atmosphere mit  
diesen Gedankeu ges~ttigt war und nut  ein emp- 
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f~ngliches Medium da sein muBte, in dem sie zum 
Niederschlag kommen konnten.  

:RIEMANNS Leistung und Wirkung wird ffir 
uns noch bewundernswerter, wenn wir uns yon 
seiner Pers6nlichkeit und seinem AuBeren Leben 
kurz Rechenschaft geben. Wie so mancher groBer 
deutscher Gelehrte, s tammt er aus einem Land- 
pfarrhause. Er kam mit  i8 Jahren nach G6ttingen, 
um Theologie zu studieren, erhielt aber bald yon 
seinen Eltern die Ertaubnis, sich seiner Liebhngs- 
besch~iftigung, der l~Lathemafik, widmen zu diirfen, 
und treibt nun  in G6ttingen seine mathematischen 
Studien mit  einer zweij~ihrigen Berliner Unter- 
brechung. Ein stiller, bescheidener, gfitiger, ganz 
in sich gekehrter, versonnener junger Mann, nach 
aul3en unbeholfen, schfichtern, weltfremd, mit ge- 
legentlicher Neigung zur Melancholie, die ja kaum 
einer groBen Pers6nlichkeit erspart zu bleiben 
scheint, oft seine Kameraden zu Neckereien ge- 
radezu herausfordernd. Dabei innerhch erfiillt 
yon intensivstem, reichem Leben. Durchaus als 
Erscheinung kein Frtihreifer. Erst  mit  25 Jahren 
kommt er zur Promotion. Seine ganze innere Ein- 
stellung, seine ganze w!ssenschaftliche Gesinnung 
ist durch und durch entgegengesetzt derjenigen 
Richtung, welche in der Mathematik zun~chst zur 
Herrschaft berufen war. RIEMANN ist der typisch 
geniale intuit ive Geist. Sein Interesse verbreitet 
sich fiber die ganze Mathematik und Physik, die 
Philosophie und die Physiologie. 13berall spiirt 
er die inneren Zusammenh~nge auf. Seine rein 
mathematischen Untersuchungen sind erffillt yon 
unmittelbarer  physikahscher Anschauung; seine 
physikalisch-mathematischen Probleme dr~tngen 
ihn zur Erfindung der feinsten, rein mathemati-  
schen Methoden und Hilfsmittel; ein unvergleich- 
ticher Sinn fiir die grol3en Zusammenh~nge vet- 
binder sich mit  gr6Bter Kraft  und Sch~rfe bei der 
Behandlung jeder Einzelheit. 

Wollte man ihn als Pers6nliehkeit in eines der 
Schemata einreihen, in welche man heute so gem 
die Vielgestaltigkeit der menschlichen Dinge ein- 
zw~tngt, so wiirde man in groBe Verlegenheit 
kommen. Er  war weder typischer Klassiker noch 
Romantiker, er war weder cyclothym, noch schizo- 
thym, und man sieht an diesem 13eispieI, wie ge- 
f~thrlich und irreffihrend die blinde, schlagwort- 
artige Anwendung solcher Unterscheidungen ist. 
Charakteristisch ftir seine Pers6nlichkeit bleibt 
seine tiefe Religiosit~t, die ihm ein wunderbares 
inheres Gleichgewicht gegentiber dem schweren 
Schicksal verlieh, das ihn frtih traf. 

Erst  drei Jahre nach seiner Promotion, im 
Jahre i854, mit  fast 28 Jahren, habilitierte er 
sich in GSttingen. Seine Vorlesungen haben an- 
scheinend wenig Erfolg. Doch erkennen die ~lteren 
Fachgenossen recht wohl yon Anfang an die Be- 
deutung des jungen Genies. Er wurde im Jahre 
I857 Extraordinarius und im Jahre I859, nach 
DIRICHLETS friihem Tode, dessen Nachfolger im 
Ordinariat. Einige Jahre stiller intensiver Arbeit 
folgen. Abet schon im Jahre 1862 packt ihn eine 
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Lungenkrankheit ,  um ihn bis zu seinem Tode, 
1866, nicht mehr loszulassen. GefaBt und ergeben 
ist er gestorben, inmit ten eines ungeheuren Pro- 
gramms von Entwfirfen und Fragmenten, nur  
eine Meine Anzahl yon gedruckten Abhandlungen 
und eine etwas gr6Bere yon ungedruckten ?¢Ianu- 
skripten hinterlassend. Und doch biIdet dieser 
beseheidene Band RIEMANNscher Abhandlungen, 
die sparer gesammett herausgegeben wurden, die 
Grundlage der weiteren Entwicktung der Mathe- 
matik. 

DaB RIEMANNS Auftreten doch schlieglich 
eine so tiefe Wirkung fiben konnte, muter uns fast 
wie ein Wunder  an. Nur elf Jahre hegen z~4schen 
seinem ersten Hervortreten in seiner Dissertation 
und seiner t6dlichen Erkrankung. Als Lehrer 
hatte er wenig Erfolg,  und unter seinen wenigen 
ZuhSrern war gewShnlieh keiner, der die vor- 
getragenen neuen Ideen wirklich auch nu t  einiger- 
maBen erfassen konnte. Das, was sp~ter unter 
t~IEMANNS Namen als Auszug ans dessen Vor- 
lesungen der ~ffentliehkeit tibergeben wurde, bil- 
det nu t  einen schwachen Abglanz yon der wahren 
RIEMANNschen Gedankenffihrung. 

Die wenigen Arbeiten, die RIEMANN selbst 
publizierte, erregten zwar z .T.  groBes Aufsehen, 
vor allem die Arbeit fiber ABELsche Funktionen.  
Abet ihr innerster Kern war doch der herrschenden 
Mode zu sehr entgegengesetzt, um sogleich in das 
allgemeine 13ewuBtsein der mathematischen Welt 
aufgenommen zu werden. Angesichts der m~chtig 
in den Vordergrund. tretendeu VCEIERSTRASSschen 
Schule konnte zun~chst der RIEMANNsche Geist 
nicht aufkommen. (Man vergleiche die Anzahl 
yon ffinf bis sechs Zuh6reren yon RIEa~ANN mit 
der AnzahI yon mehreren Hunder t  in den sp~teren 
WEIERSTRASSschen Vorlesungen.) Entscheidend 
gegen 1RI~MA~N fiel nicht zuletzt ins Gewicht, 
daB, wie WEtERSTRASS zeigte, in den Grundlagen 
der RIEMANNschen Funktionentheorie,  dem soge- 
nann ten  DIRICHLETschen Prinzip, eine Lficke klaffte, 
welche den ganzen Oberbau zu gef~hrden schien, 
und deren SchheBung man zun~chst nicht zu ver- 
suchen wagte. Man glaubte, die RI~MANNschen 
Wege verlassen zu mfissen, um ~IEMANNS als er- 
strebenswert erkannten Ziele zu erreichen; und 
in diesem Sinne wurden dann dutch die Be- 
strebungen yon CARL N:EUNIANN und HERMANN 
AMANDLTS SCHW~RZ die ersten strengen 13eweise 
ffir grundlegende RI~M~NNsche S~tze gegeben. 
Abet es dauerte Jahrzehnte, bis jemand kam, der 
den Mut und die Kraft  fand, unmit te lbar  an die 
RIEMANNSChen Grundla~en, das DIRICHLETsche 
Prinzip, heranzugehen nnd diesem gegen alle 
Kritik zum Triumph zu verhelfen. Erst  im Jahre 
~9oI glfickte HILBERW dieser grofle Wurf, und yon 
da ab datiert eine neue Entwieklung in dem groBen 
Gebiet der Analysis. Es entstehen die sogenannten 
direkten 5Iethoden der Vafiationsrechnung, welche, 
wie ich glanbe, dazu berufen sind, das Gesieht der 
Analysis weitgehend umzugestatten. Ein  13eispiel 
flit die oft best~tigte Wahrheit, dab der Tort- 
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schritt der ~¥issenschaft h~iufig genng an Unklar- 
heiten und 5¢~ngel des Vorhandenen anknfipft. 

DaB aber t~IEMANNS Lebenswerk zur vollen 
Wirkung auf die Entwicklung der Mathematik  
gelangt, das haben ~4r in erster Linie einem Mann 
zu verdanken, der uns immer als der gr6Bte und 
erfolgreichste Pionier der 1RIEMANNschen Sache 
erscheinen wird, FI~LIX KLEIN. Er war der erste, 
der sich, schon als junger Mensch, ganz selbst~ndig 
und entgegen der herrschenden Mode, in die RIE- 
MANNsche Funktionentheorie vertiefte, sie an 
vielen Punkten  fortffihrte und mit  seiner hin- 
reiBend expansiven Art kraftvoll seine Zeit zu den 
RIEMANNschen Auffassungen geradezu bekehrt  
hat. Wie dies geschah, das ist irn einzelnen an- 
l~iBhch des Todes yon KLEIN jetzt so oft gesagt und 
geschitdert worden, dab ich es heute nJcht mehr 
zu wiederholen brauehe. 

Abet ich muB doch darauI hinweisen, daB, so 
wichtig die Funktionentheorie als das ,,Kern- 
stfiek" der Mathematik der letzten achtzig Jahre er- 
scheinen mag, so welaig RIEMANNS 13edeutung doch 
damit ersch6pft ist, nnd dab KLEIN framer nur vor- 
zugsweise diese eine Seite VOlt RIEMANN hervor- 
gehoben und zur Wirkung gebracht hat. 

Sehon als Funktionentheoretiker .weist RIE- 
MANN Zfige auf, die auBerhalb des Rahmens der 
yon KLEIN vertretenen geometrischen Theorie 
liegen. Ieh erinnere nur an die RIEMANNsche 
Theorie der ~-Funktion, welche auf ganz anderer 
Grundlage ruht, und welche bahnbrechend und 
richtunggebend ffir die neuere analytische Zahlen- 
theorie geworden ist. Ich erinnere fe~er an die 
RIEMANNsche I-Iabilitationsschrift fiber die Fou-  
RIEasehen Reihen, welche ebenfalls ein ganz neues, 
sp~tter leider his zum lJberdruB abgegrastes Ge- 
bier er6ffnet hat. 

Neben die funkfionentheoretischen Dinge, zu 
denen ieh anch die geometrischen Untersuchungen 
fiber Minimatfl~chen und vor allem die so folgen- 
reichen topologischen t3emerkungen rechne, t r i t t  
als zweites groges Arbeitsgebiet yon RI~:MANN die 
mathematische Physik, fibrigens eng mit  der Funk-  
tionentheorie verbunden. Hier hat  RIEMANN keinen 
kongenialen Apostel wie KLEIN gefunden. Daher 
n immt  es nicht wunder, daB seine Gedanken in 
diesem Gebiet sehr vim l~ngere Zeit gebraucht 
haben, um nach auBen zur ~¥irkung zu kommen. 

Bezeichnend ist, dab eine Preisarbeit fiber 
mathematische Physik, die  er der Pariser Aka- 
demie einreichte, nicht den Preis erhielt, obwoM 
diese Arbeit lange Zeit ein unausgesch6pftes Berg- 
werk roll  k6stlicher Sch~tze blieb. RI~MANNS 
ArbMten fiber parfielle Differentialgleichungen 
sind erst allm~hlich, z. 13. durch die Vermitt lung 
v o n  WEBER,  DARBOUX u n d  VOLTERR.g. bekannt  ge- 
maeht nnd verstanden worden, und erst langsam 
hat  sich daran die gToBeEntwicklung angeschlossen. 
in der wir noch mit ten drin stehen. 

2~hnlieh geht es mit  den tiefen Gedanken, die 
wit heute mit  dem Namen ,,RI]~M~_NNSChe Geo- 
metrie" zusammenfassend bezeichnen. Noch bis 
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vor kurzem wurden diese Dinge lediglich von 
einem ganz engen Kreis als Spezialfach betrieben, 
bis EINSTEINS Tat  pl6tzlich diese RIEMANNsche 
Geometrie in das helle Licht der unmittelbarsten 
Aktualit~t zog. Heute wissen wir die Gr6Be und 
Tiefe der RIEMANNschen Leistung yon i86I roll  
einzusch~tzen und erkennen mit  dankbarem 
Staunen, dab such unsichtbar unter der Ober- 
fi~che solche Ideen wirksam und fruchtbar weiter 
waehsen k6nnen, um pl6tzlich mit  Macht ans 
Licht hervorzubrechen, 

Ich will und kann heute auf alle diese Dinge 
nicht n~her eingehen. In den beiden n~chsten 
Vortragsstunden werde ich Gelegenheit haben, 
die heute nut  flfichtig skizzierten Bemerkungen fiber 
RIEMANNS Wirkungen etwas n~her auszuffihren. 
Heute m6chte ich mir noch ein paar kurze Worte 
gestatten fiber die Frage, wie RIEMANN auf un- 
seren ganzen wissenschaftlichen Betrieb gewirkt 
hat, und insbesondere, was RIEMANN fiir uns bier 
in G6ttingen bedeutet.  

\¥ i r  haben vorhin geh6rt, wie dutch den Ein- 
fluB yon JAcoBI sich in der ersten H~lfte des 
19. Jahrhunderts  in den meisten deutschen Uni- 
versit~ten das Niveau des mathematischen Be- 
triebes hob. Aueh in G6ttingen vollzog sich eine 
solche Entwicklung. Allerdings hat  GA~:SS, der 
seit Beginn des Jahrhunderts bier als Professor und 
Direktor der Sternwarte lebte, daran kaum einen 
AnteiI; er hielt sich yon dem eigentlichen Unter- 
rieht fast g~nzlich fern. So k6nnen wir yon dem 
Beginn einer h6heren Unterrichtstradit ion in 
G6ttingen erst im Zusammenhange mi t  der Be- 
rufung yon DtEIC~LET MS GAussens Nachfolger 
sprechen (1855). DIRICHLXT, ebenfalls dnreh die 
Pariser Schule gegangen, dann verm6ge HUM- 
BOLDTS EinfluB erst nach Breslau und bald nach 
Berlin berufen, ver t ra t  wie JAcoBI das Prinzip der 
Verbindung yon Forschung und Lehre. Er war 
mehr eine stille, feine Gelehrtennatur, nicht stfir- 
misch und gewaltt~tig sich durchsetzend wie 
JAcoBI, abet  seine Eigenart  ist doch so groB, 
dab er gegenfiber der eigentlichen JAcoBIschen 
Sehule mit  dem fibersteigerten Spezialstudium der 
elliptischen FunMionen, in G6ttingen eine eigene 
und neue Unterrichtstradition zu schaffen begann, 
in deren Mittelpunkt ein Kursus yon Vorlesungen 
fiber mathematische Physik, partielle Differential- 
gleichungen und Zahlentheorie stand. Es war 
allerdings nicht das Gros der Studenten, welche 

diesen Vorlesungszyklus h6rten. Ffir die groBe 
Menge wurden yon ULRICH und STERN elementare 
Vorlesungen gehalten. Aber doch haben DIRtCH- 
LETS %Torlesungen eine nachhaltige Wirkung auf 
den Unterriehtsbetrieb der sp~teren Zeit ge- 
wonnen, obwohl DIRICHLET sehr bald starb, noch 
bevor diese Tradition \¥urzel  fassen konnte. RIE- 
MANN, DIRICHLETS Nachfolger im Amt, der schon 
w~hrend seines Berl iner  Anfenthaltes stark yon 
dem ihm innerlich verwandten DIRICHLET be- 
einfinl3t war, schien wie kein anderer geeignet, 
auch als Lehrer den Platz yon DIRICltLET einzu- 
nehmen. Was aus unvollkommenen Nachschriften 
und unvollkommenen Ausarbeitungen yon RIE- 
MANNS Vorlesungen fiber mathematische Physik 
erhalten worden ist, zeigt uns, in wie wunder- 
barer und r ide r  Weise RIEMANN im Begriffe war, 
die DIRICHLETsche Tradition fortzusetzen und 
weiterzubflden, immer unter dem Gesichtspunkt 
der Einheit  yon Mathematik und Physik. Abet 
dem allen wurde dutch RIEMA~NS Tod ein j~thes 
Ende bereitet. 

Es dauerte viele Jat~e, bis unter der Ffihrung 
yon "FELIX KLEIN auf DIRICHLET-RIEMANNScher 
Grundlage neu dasjenige entstand, was wir heute 
als unsere G6ttinger Tradition betrachten. 

AIs Lei tmotiv dieser KLmNschen Bestrebungen 
dart ich die Forderung bezeichnen, dab bei aller 
Pfiege der Einzelheiten niemals der Blick auf das 
Gauze verloren werden darf, dab das BewuBtsein 
yon der Einheit  der Wissenschait in Forschung 
und Lehre lebendig bleiben muB. 

GewiB, wir k6nnen die Tatsache nicht rfick- 
gXngig machen, dab die Wissenschaften sich ver- 
zweigt haben, dab Physik, Astronomie und Mathe- 
matik nicht mehr yon einem Geiste repr~sentiert 
werden k6nnen. Wir verm6gen das ebensowenig 
zu ~ndern, wie wit imstande sind, die itir die 
menschliche Kultur  so verhangnisvolte Entwick- 
lung des Verk~hrswesens zurfickzuschrauben. Aber 
was wir bier in unserem G6ttinger Kreise tun 
k6nnen und zu tun bestrebt sind, das ist, in enger 
brfiderlicher Ffihlung alle miteinander, Physiker, 
Mathematiker, Astronomen, in gegenseitigem Ver- 
st~ndnis und gegenseitiger wissenschaftlicher HiKs- 
bereitschaft die Idee yon der Einheit  der Wissen- 
schaft zu bewahren und unseren Studenten zu 
fibermitteln. Ich hoffe, dab Sie, meine Herren, 
aus den Tagen dieses Ferienkursus einen Eindruck 
yon dieser Art, die RI~MANNsche Tradition anf- 
rechtzuerhMten, mit  sich nehmen werden. 

Besprechungen. 
SCHOTT, GERHARD, Geographie des Atlantischen 

Ozeans. 2. vollst~ndig durchgearbeitete und er- 
weiterte Auflage. Hamburg: C. 13oysen 1926. XVI, 
368 S., I Titelbild, 27 Tafeln und 115 Textfiguren. 
20 × 28 cm. Preis IRM 35---- 
Die erste I'912 erschienene Auflage dieses grund- 

legenden Werkes wurde allgemein als ein v61tig neu- 
artiges Unternehmen yon bahnbrechender Bedeutung 
begrtiBt, weft bier zum ersten Male die GrundsXtze 

l~nderkundlicher Darstellung auf einen Ozean zur An- 
wendung gebracht wurden. In der geographischen 
Literatur wird zwar in" herk6mmlicher Weise bei der 
Behandlung der allgemeinen Erdkunde such die 
Wasserhfille der Erde, insbesondere die statischen und 
dynamischen Verh~ltnisse des Meerwassers berfick- 
siehtigt, aber wir besal3en vor ScHoT~ noch keine 
Monographie eines der groBen Ozeane, die ihn als 
l~nderkundliches Objekt betrachtet und die einzelnen 
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Uber die allgemeine Bedeutung des mathematischen Denkens ~. 
Von R. COURANT, G6ttingen. 

Unter  den Bezirken wissenschaftlichen Denkens 
n immt  die Mathematik sicherlich eine Sonderstel- 
lung ein. Trotz ihrer engen Verkntipfung mit  den 
Naturwissenschaften ist sie doch keine yon diesen; 
mathematische Objekte sind nicht Naturph~nom- 
mene, sorJdern geh6ren dem Bereiche des Geistigen 
an. Abet noch weniger darf man die Mathelnatik 
zu den Geisteswissenschaften z~hlen, denen bei 
aller Willkiir der Abgrenzung und bei aller Viel- 
gestaltigkeit der Gegenst~nde nnd Methoden doch 
eines gemeinsam ist: die Einstellung auf den Men- 
aeher~ aIs geistige Pers6nlichkeit. Nichts liegt dem 
mathematischen Denken ferner als eine solche 
Einstellnng: es strebt vielmehr zur Erkenntnis 
absoluter, vom Ich losgel6ster V~rahrheit und ver- 
k6rpert diese vom Menschlich-Personlichen fort- 
gerichtete Tendenz schroffer als jede der Natur- 
wissenschaften. 

Vielleicht liegt hierin eine der tiefsten Ur- 
sachen tfir den Mangel an Popularit~t und die 
auBerordentliche Verschiedenheit der Wertsch~t- 
zung, welche die Mathematik bei verschiedenen 
Menschen, V61kern und Zeiten genie/3t. Unbertihrt 
yon solchen Schwankungen hat  die mathematische 
Wissenschaft durchJahrtausende ihre nngebrochene 
Lebenskraft und Fruchtbarkeit  bewiesen. Aber 
wenn wir in dem heutigen krisenhaften, yon Span- 
nnng erfiillten Zustande des geistigen Lebens uns 
fiber die allgemeine ]3edeutung des mathematischen 
Denkens ~Rechenschaft geben wollen, so diirfen wir 
uns nicht mit  einem solchen Hinweis auf die stolze 
Vergangenheit begntigen. 

Wir miissen trachten, die Motive und Ziele des 
mathematischen Denkens selbst in ihren Grund- 
ziigen zn erfassen. Dieser Aufgabe will ich heute 
zu dienen versuchen und dabei an die historische 
Entwicklung ankntipfen. 

So wenig Zulall und Mode im einzelnen aus 
dem geschichtlichen EntwicklungsprozeB der Mattle- 
mat ik  ausgeschaltet ersc!~eint, so deutlich offen- 
bart  sictl doch die innere Notwendigkeit und IKon- 
seqnenz des mattlematischen Denkens, wenn man 
die groBen Linien des geschichtlichen Werdens 
betrachtet.  Charakteristisch hierfiir ist schon die 
antike oder genauer die griechische Mathematik. 
Die Intensit~t und zeitliche Konzentration dieser 
groBartigen Leistung griechischen Geistes fordert 
noch heute unsere 13ewunderung heraus und bietet  
der historischen Forschung immer neue Probleme 

a Vortrag, gehalten bei der Tagung Deutscher 
Philologen und Schulm~nner, G6ttingen, September 
1927. 

und Einsichten in das Wesen wissenschaftlicher 
Entwicklung tiberhaupt. Mathematisches Denken 
an sich ist wohl ebenso alt wie menschliche Kul tur .  
Schon die einfachsten Fragen des Messens und die 
n~ichstliegenden Probleme der Zeitrechnung dr~ng- 
ten zu mathematischen Begriffsbildungen. Abet 
trotz allen solchen Ans~ttzen bei den verschiedenen 
Kulturv61kern des Altertums haben doch erst die 
Griechen aus der Mathematik eine WiseensehaJt 
gemacht, die um ihrer selbst willen, aus der Freude 
an der absoluten Erkenntnis heraus betrieben 
wurde und tosgel6st yon ursprtinglichen Anl~ssen 
und praktischen Zwecken ihre eigene Bedeutnng 
hat. In erstaunlich kurzer Zeit haben die griechi- 
schen Denker den Weg gefunden, der yon der Not- 
wendigkeit quant i ta t iver  I3etrachtungen im t~tg- 
lichen Leben bis zur Ireien Souver~nit~t der reinen 
mathematischen Begriffsbildung ftihrt, wie sie 
ihren klassischen Ausdruck in Euklids Elementen 
findet. Hier ist der Zusammenhang mit  der physi- 
schen 1Realitgt sozusagen v611ig gel6st; auf dem 
]3oden der Axiome, deren Geltung auBer Dis- 
kussion bleibt, wird in logisch zwingender Weise 
das Geb~tude errichtet, das noch nach  Jahrtausen- 
den als Musterbeispiel mathematisch strenger 
Form seine nnmittelbare Wirkung behauptet  hat  
und dessert tnhal t  bis in die jiingste Zeit hinein 
den mathematischen Schulunterricht in der gan- 
zen Welt  entscheidend bestimmte. 

Zweifellos ftihrte die Entwickelungslinie im 
Alter tum yon der konkreten lebensnahen, stoff- 
gebundenen, angewandten Mathematik erst schritt- 
weise zu Verallgemeinerung und Abstraktion, zur 
reinen auskrystallisierten mathematischen Form. 
Mit vollst~ndiger Liickenlosigkeit und Klarheit  je- 
doch k6nnen wit diese Entwickelungstendenz erst 
in der neueren 3dathematik verfolgen, wenn wir 
auch als handelnde Personen in ihr nur schwer 
eine objektive Hal tnng gewinnen k6nnen. W~th- 
rend bei der griechischen Mathematik, wie sie 
uns heute in der perspektivischen Verktirznng 
erscheint, als erstes die axiomatische Strenge 
der Form nnd die bewugte Entfernung yon den 
Anwendungen frappiert, beginnt die neue, nach 
langen und langsam sich auswirkenden Vorberei- 
tungen im siebzehnten Jahrhunder t  mit  nnwider- 
stehlicher Macht einsetzende Entwicklung ganz 
am anderen Ende. Lebensvollste Verflechtung 
physikalischer, astronomischer, technischer Ge~ 
danken und Probleme mit  der Mathematik ist 
Selbstverst~ndliChkeit; die Wechselwirknng aller 
dieser Wissenschaften ist die reichste Qnelle ftir. 
den sich entfaltenden Strom der modernen Analysis. 

Nw. ~928 7 
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Getragen yon einer kleinen Schar genialer 
universelter Geister, denen nichts ferner lag ats 
Spezialistentum oder gar Beschr~nkung auf reine 
abstrakte Mathematik, eroberte das mathematische 
Denken wie in einem Sturm der Ekstase einen bis 
dahin unerh6rt  groBen neuen Machtbereich, dem 
gegentiber der Bezirk der antiken ,,elementaren" 
lVlathematik winzig erscheinen muBte. Was nach 
der entscheidenden Pionierarbeit yon M~nnern, wie 
DESCARTES, FERMAT, BARROW, NEWTON und 
LEIBNIZ durch die n~chsten Generationen bis 
zum Ende des achtzehnten Jahrhunderts zutage 
gef6rdert wurde, insbesondere die Leistungen 
yon LEONHARD EUI, ER, das sind SchAtze, die 
his heute noch nicht rol l  ausgemiinzt werden 
konnten. 

Abet  dieser grol3e Vorstol~ des expansiven 
mathematischen Denkens h~tte schlieBlich ins 
Leere verpuffen und in sich zusammenbrechen 
mfissen, wenn er nicht seine Erg~nzung hgtte fin- 
den k6nnen in einer gewaltigen Arbeit  der Setbst- 
besinnung und Konsolidierung durch eine Ent-  
wickelung, welche auch die moderne Mathematik 
wieder dem griechischen Ideal der krystallisierten 
axiomatischen Wissenschaft annXherte. Zwischen 
der begrifflich-gedanklichen Durchdringung und 
dem rasch wachsenden Inhalt  der mathematischen 
Wissenschaft klaffte vom Beginn der Differential- 
und Integralrechnung an ein anscheinend un- 
fiberbriickbarer Abgrund. Die produktive Phan- 
tame genialer Forscher, die mit sicherem Inst inkt  
ihren Weg auch durch Dunkelheit  und Nebel ohne 
den Kompag wohlbegrfindeter Methodik fanden, 
16ste sich vom Boden klassischer Strenge, ange- 
feuert yon der Fiille der Anwendnngen und Er- 
gebnisse. Zweifel und IZritik wurden abgetan 
wie mit  den berfihmt gewordenen ~Vorten yon 
D'ALEMBERT: ,,Allez, Monsieur, allez, et la foi vous 
viendra."  Der Zauber der unendlich kleinen GrS- 
Ben fibre trotz oder vielleicht gerade wegen seiner 
Unldarheit  eine suggestive IZraft aus. Und doch 
war der kritische mathematische Geist, der vom 
Ffihlen und Glauben zum Wissen und Verstehen 
dr~Lngt, nie ganz eingeschlafen. Er  mugte sein 
l~echt immer entschiedener fordern, je deutlicher 
die scheinbaren Widersprfiehe hervortraten, welche 
das skrupellose Operieren mit  dem I3egriffe des 
Unendlichen mit  sich brachte, und je mehr die 
neue Mathematik auf der anderen Seite aufhSrte, 
Angelegenheit einer kleinen Grnppe instinktsiche- 
rer Geister zn sein. 

Es ist wohl kein Zufall, dab der Umschwung 
der mathematischen Einstellung yon der naiven 
Produktivi t~t  zur strengen \¥issenschaftlichkeit 
zeitlich parallel geht mit den groBen Umw~Izungen, 
welche die europ~ische Welt  seit dem Beginn der 
IranzSsischen Revolution in geistiger und sozialer 
Hinsicht durchmachte. 

Bis dahin waren im achtzehnten Jahrhunder t  
die Tr/iger des mathematischen Lebens vielfach 
Mitglieder der h6fischen Akademien gewesen, fast 
niemals Lehrer an den Universit~ten. Das Brief- 

schreiben war ein Hauptmi t te l  des Gedanken- 
austausches; Fachzeitschriften existierten nieht, 
und abgesehen yon den Akademieabhandlungen 
bestand die ganze Literatur  ans wenigen grund- 
legenden Werken, voran den/3tichern yon EtILER. 
Die Mathematik an den Universit~ten blieb in 
ihrem Niveau weit hinter diesen Werken zurtick. 
Selbst ein Geist wie KANT, dessen Wirken so 
starke Beziehnngen zu mathematischen Dingen 
hatte,  war yon einer wirklichen Kenntnis des 
mathematischen Standards seiner Zeit weir ent- 
fernt. 

In dem Augenblick aber, wo mit  der Befreinng 
und materiellen Hebung der unteren und mitt leren 
sozialen Schichten eine breitere Masse sich um 
wissenschaftliche Bildung zu bemiihen beginnt, 
~ndert sich das Bild. Rasch ergibt sich der fiir 
das wissenschaftliche Leben des modernen Europa 
so charakteristische enge Kontakt  zwischen For- 
schung und Lehre. Fiir die mathematisch-natur- 
wissenschaftlichen F~cher wird er zum erstenmM 
in vorbildlicher Weise an der t~cole Polytechnique 
in Paris hergestellt, trXgt dort  weithin sichtbare 
gli~nzende Frfichte und stellt  sich dann auch in 
Deutschland nach dem Vorgange der klassischen 
Philologie ein. 

Entscheidend in Deutschland wird hierffir die 
Neuordnung des h6heren Schulwesens und die da- 
mit  zusammenfassende Schaffung des Oberlehrer- 
standes, ftir welche eine griindliche auf der H6he 
der Zeit stehende wissenschaftliche Durchbildung 
gefordert wird. An der Aufgabe der Oberlehrer- 
ausbildung entfalten sich ganz neue Notwendig- 
keiten und M6glichkeiten des Universit~tsunter- 
riehtes. Das Niveau des Universit~tsbetriebes 
steigt rapid, und in dem Oberlehrerstande ent- 
steht ein verh~LItnism~Big groges mathematisehes 
Publikum, aus dessen Mitte bald wieder Forscher 
hohen Ranges hervorgehen; so ist diese wechsel- 
seitige Wirkung zwischen Forschung und Lehre 
bis heute ill der Mathematik der wichtigste Hebel 
des Fortschrit tes geblieben. Zu den Oberlehrern 
treten bald die Ingenieure in rasch wachsender 
Zahl, und damit entsteht neuer starker Bedarf 
nach solider mathematischer Hochschulausbil- 
dung. 

Eine solche Verbreiterung der h6heren mathe- 
matischen Bildung forderte systematische Grund- 
lagen und klare Grundbegriffe. Genialer Instinkt,  
der schliet3tich auch fiber logische Lficken zu 
richtigen Zielen ffihrte, ist kein lehrbares und 
lernbares Massengut. So h~tten atlein diese ~u- 
Beren Grfinde die Bemfihungen der Mathema- 
tiker starker anf die Grundtegung nnd Kon- 
solidierung der Analysis lenken mfissen, wenn 
nicht schon yon selbst die innere Tendenz 
der Wissenschaft diesen Weg mit  zwingender 
Notwendigkeit vorgezeichnet h~tte. In der Tat  
t r i t t  seit dem Ende des achtzehnten Jahrhun- 
derts neben die immer weiter fortschreitende 
inhaltliche Ansgestaltung der mathematischen 
Wissenschaften die zielbewuBte Arbeit an dell 
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F u n d a m e n t e n .  Der  v611ige Erfo lg  dieser  Bes t re -  
b u n g e n  i s t  e in  H a u p t m e r k m a l  ffir die F o r t s c h r i t t e  
de r  M a t h e m a t i k  im n e u n z e h n t e n  J a h r h u n d e r t .  
Zun~tchst  wa r  die wich t igs te  Aufgabe ,  die neue  
Analysis ,  d . h .  die Di f fe ren t ia l -  und  In t eg ra l r ech -  
n u n g  u n d  ihre  we i t e r en  K o n s e q u e n z e n  yon  al ler  
M y s t i k  des U n e n d l i c h - K l e i n e n  zu bef re ien .  Die 
k lare  H e r a u s a r b e i t u n g  des Grenzwer tbegr i f fes  er- 
wies sich r a s c h  Ms v61Iig aus re i chende  u n d  t r ag -  
i~ihige Grund lage  des  ganzen  GeMiudes. M a n  b l ieb  
a b e t  bet  d iesem schon  im wesen t l i chen  y o n  
CALTCHY e r r e i ch t en  S t a n d p u n k t  n i c h t  s t e h e n ;  
m a n  Iegte die F u n d a m e n t e  t ie fer  u n d  ge lang te  
e r s t  zu e inem gewissen Absch lug ,  als  es v o r  
a l l em d u t c h  die B e m f i h u n g e n  yon  W>;I~;RSTRASS 
ge lungen  war ,  die m o d e r n e  Ana lys i s  als e in  
S y s t e m  yon  Def in i t ionen ,  A x i o m e n  n n d  Be-  
weisen darzus te l l en ,  wie die eukl id i sche  Geo- 
me t r i e ,  unabh~ingig  yon  P h y s i k  n n d  T e c h n i k  
u n d  a n d e r e n  A n w e n d u n g e n .  K u r z u m ,  fiir die 
neue  gr6Bere VVelt de r  Ana lys i s  wurde  w i n -  
zipiell  de r  S t a n d p u n k t  de r  k lass ischen grie- 
ch i schen  M a t h e m a t i k  wieder  er re icht .  

A b e r  a u c h  h ie r in  e r sch6pf t  sich keineswegs die 
kr i t i sche  L e i s t u n g  de r  n e u e s t e n  Epoche .  Zwei 
wei tere  m i t  de r  gesch i lde r t en  u n d  m i t e i n a n d e r  ver-  
f loch tene  E n t w i c k e l u n g s l i n i e n  h a b e n  zu e iner  
noch  wesen t l i ch  v e r t i e f t e n  E i n s i c h t  in die G r u n d -  
lagen u n d  das  W e s e n  m a t h e m a t i s c h e r  Z u s a m m e n -  
h~inge geffihrt .  Beide  be r f ih ren  sich m i t  phi loso-  
p h i s c h - e r k e n n t n i s k r i t i s c h e n  F rages t e l l ungen  n a c h  
d e m  Wesen  de r  Gt i l t igkei t  m a t h e m a t i s c h e n  Den-  
kens  f ibe rhaup t .  I ch  me ine  b ie r  e i n m a l  die all- 
gemeine  Mengenlehre ,  die e rs t  in  der  zwei ten  
H~l f te  des n e u n z e h n t e n  J a h r h u n d e r t s  yon  G. CAN- 
ToR begr f inde t  wurde  u n d  m i t  ih ren  a l lgemeinen  
Aussagen  u n d  M e t h o d e n  zun~ichst auch  in  we i t e ren  
Kre i sen  de r  M a t h e m a t i k e r  auf  vers t i indnis lose  Ab-  
l e h n u n g  t raf .  I h r  Ziel i s t  die Kl~irung des Begri f fes  
des Aktual-Unendliche~ (d. h. der  aus  n n e n d l i c h  
v ie len  D i n g e n  b e s t e h e n d e n  Gesamthe i t en ) ,  sowei t  
er  in  der  M a t h e m a t i k  e ine Rolle  spielt .  H e u t e  
k a n n  m a n  sagen, dab  die d u r c h s c h l a g e n d e n  n e u e n  
Ideen  dieser  Mengen lehre  die ganze theoret isclhe 
M a t h e m a t i k  d u r c h d r u n g e n  h a b e n  u n d  neues  L i c h t  
a u c h  fiber verh~iltnism~tBig e l e m e n t a r e  Gegen-  
st~inde ve rb re i t en ,  so d a b  h e u t e  ein M a t h e m a t i k e r  
ohne  K e n n t n i s  de r  Mengen lehre  k a u m  d e n k b a r  
e r sche in t .  DaB die Mengen leh re  fiber die F a c h -  
kreise  weft  h i n a u s  das  In t e re s se  auf  sich ge lenk t  
ha t ,  i n sbesonde re  das  de r  Ph i losophen ,  i s t  na t t i r -  
lich. D e n n  in  ihr  i s t  die T rennungs l i n i e  zwischen 
d e m  e igen t l i chen  m a t h e m a t i s c h e n  G e g e n s t a n d  u n d  
d e m  a l lgemeinen  O b j e k t  e r k e n n t n i s k r i t i s c h e r  u n d  
logischer  U n t e r s u c h u n g  schwer  zu ziehen.  Die 
Pa r adox i en ,  welche  m i t  dieser  Schwier igke i t  der  
G r e n z s e t z u n g  zusammenh~ingen ,  b i lden  nocl l  b is  
h e u t e  eines de r  e r n s t e s t e n  P r o b l e m e  tier G r u n d -  
l agenforschung .  I h r e  L 6 s u n g  erfotgt  yon  de r  
m a t h e m a t i s c h e n  Sei te  he r  au f  G r u n d  de r  mo-  
d e r n e n  a x i o m a t i s c h e n  IViethode, u n d  d a m i t  kom-  
m e n  w i t  zu d e m  T h e m a ,  welches den  I n h a l t  
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de r  zwei ten  oben  g e n a n n t e n  E n t w i c k l u n g s l i n i e  
a u s m a c h t .  

E r s t  diese M e t h o d e  der  A x i o m a t i k  r f ih r t  a n  die 
t i e f s t en  W u r z e l n  des  m a t h e m a t i s c h e n  D e n k e n s  u n d  
s te l l t  das  W e s e n  des M a t h e m a t i s c h e n  v611ig k la r  
he raus .  Sie i s t  s icher l ich die re i fs te  F r u c h t  auf  
d e m  B o d e n  re in  m a t h e m a t i s c h e r  E r k e n n t n i s ,  u n d  
ich sage n i c h t  zuvie l  dami t ,  d a b  viel  sp~iteren Ge- 
n e r a t i o n e n  die heu t ige  a x i o m a t i s c h e  M e t h o d e  
ebenso  als die K r y s t a l l i s a t i o n  tier n e u e r e n  M a t h e -  
m a t i k  e r sche inen  wird,  w i e E u x L I D s E l e m e n t e  de r  
k o n z e n t r i e r t e  A u s d r u c k  des  g r iech ischen  m a t h e m a -  
t i s chen  D e n k e n s  gewesen s ind.  W i r  in  G 6 t t i n g e n  
df irfen s tolz  d a r a u f  sein, d a b  de r  ]Euklid unse re r  
Ze i t  DAVID HILB~RT heiBt  u n d  in G 6 t t i n g e n  wi rk t .  

Die  m o d e r n e  A x i o m a t i k  n i m m t  h i s to r i s ch  ih ren  
A u s g a n g  yon  de r  n i c h t e u k l i d i s c h e n  Geomet r ie .  
Schon  im A l t e r t m n  w a r  es aufgefa l len ,  d a b  u n t e r  
den  geome t r i s chen  Ax iomen ,  die EUKLID aufs te l l t ,  
e ines e ine Sonde r s t e l Iung  e i n z u n e h m e n  schien,  das  
Pa ra l t e l enax iom,  welches  b e s a g t :  i n  e ine r  E b e n e  
gfb t  es zu e ther  G e r a d e n  d u r c h  e inen  a u B e r h a t b  
y o n  ih r  l iegenden P u n k t  e ine u n d  n u t  e ine Pa ra l -  
lele. M a n  h a t  das  Geffihl, d a b  diese Aussage  ke in  
ech tes  A x i o m  set, s ich v i e l m e h r  aus  den  a n d e r e n  
h e r a u s  m a t h e m a t i s c h  beweisen lassen mfig te .  D o c h  
atle Versuche  zu so lchen  Beweisen,  i n sbesonde re  
die i m  a c h t z e h n t e n  J a h r h u n d e r t  g e m a c h t e n  An-  
s t r engungen ,  e r re i chen  zwar  N e b e n r e s u l t a t e  yon  
groBem In teresse ,  a b e t  n i c h t  das  ges teck te  wirk-  
l iche Ziel. E r s t  im n e u n z e h n t e n  J a h r h u n d e r t  f and  
das  P a r a t l e l e n p r o b l e m  eine ebenso  k i ihne  u n d  fiber- 
r a s c h e n d e  wie vol ls t i tndige  L 6 s u n g  d u r c h  die un-  
abhf ingigen  U n t e r s u c h u n g e n  von  LOBATSC~EWSKI 
in Kasan  und  BOLYAI in Budapes t ,  denen  de r  ein-  
same  GAuss  in  se inen  yon  i b m  n iema l s  ve r6 f fen t -  
l i ch t en  G e d a n k e n g ~ n g e n  schon  vo rausgee i l t  war .  
M a n  k a n n  den  G r u n d g e d a n k e n  dieser  U n t e r -  
s u c h u n g e n  f o l g e n d e r m a g e n  fassen:  W e n n  das  
P a r a l l e l e n a x i o m  bewe i sba r  ist, d a n n  m u g  die An-  
n a h m e  se iner  kontr~ir  e n t g e g e n g e s e t z t e n  Aussage  
zu e inem W i d e r s p r u c h  f i ihren.  Li ig t  sich j edoch  zei- 
gen, dab  eine solche dem P a r a l l e l e n a x i o m  wider-  
sp rechende  Aussage  n i c h t  im W i d e r s p r u c h  zu den  
f ibr igen A x i o m e n  der  Geomet r i e  s teh t ,  so is t  be-  
wiesen, d a b  es aus  diesen n i c h t  folgen k a n n ,  dag  
es also yon  den  f ibr igen A x i o m e n  unabh~ingig  ist.  
U m  n u n  diesen Wide r sp ruchs los igke i t sbewe i s  zu 
ffihren,  b a u t  m a n  sich eine Geome t r i e  auf,  d . h .  
ein Sys t em yon  B e z i e h u n g e n  zwischen  P u n k t e n ,  
G e r a d e n  usw., ffir welches  alle Verknf ip fungs -  
ax iome  a u g e r  dem P a r a l l e l e n a x i o m  erffil l t  s ind,  
dieses le tz te re  abe r  ge rade  n ich t .  W e n n  dieser  
A u f b a u  in e iner  wide r sp ruchs f re i en  \Veise gel ingt ,  
d a n n  is t  d a m i t  de r  Unabh~ing igke i t sbeweis  er- 
b r a c h t .  In  der  T a t  k o n n t e n  die g e n a n n t e n  For -  
scher  den  A u f b a u  e ther  so lchen  Geome t r i e  d u r c h -  
f f ihren u n d  h a b e n  d a m i t  die a l te  F rage  endgf i l t ig  
b e a n t w o r t e t .  Dies war  in m e h r  als e iner  H i n s i c h t  
e ine b e i n a h e  r e v o l u t i o n i e r e n d e  W e n d u n g ,  die sich 
gegenf iber  den  na t f i r l i chen  Tr ; ighe i t swide r s t t t nden  

7* 
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e r s t  l a n g s a m  auswi rken  konn te .  Zun l  e r s t en  Male 
wa r  h ie r  k l a r  das  P r o b l e m  gel6st,  die logische UII- 
a b h ~ n g i g k e i t  ve r sch i edene r  T a t s a c h e n  v o n e i n a n d e r  
s t r e n g  zu beweisen,  u n d  d a m i t  e r6f fnen  sich ganz  
neue  g r u n d s X t z l i c h e  M6gl ichkei ten .  Voll  ausge-  
s ch6pf t  w u r d e n  diese e rs t  n a c h  J a h r z e h n t e n  in 
den  b e r i i h m t e n  , ,Grund lagen  de r  G e o m e t r i e "  von  
HILBERT, WO ffir das  ganze A x i o m e n s y s t e m  der  
Geomet r i e  die F r a g e  n a c h  d e m  Z u s a m m e n h a n g  
bzw. der  gegensei t igen  Abh~ingigkei t  oder  Un-  
abh~ingigkei t  der  Ax iome  in pr inz ip ie l l  derse lben  
Weise  gel6st  wird,  wie es v o r h e r  n u r  im H i n b l i c k  
auf  das  P a r a l l e l e n a x i o m  geschehen  war .  

A b e r  die HILBERTsche A x i o m a t i k  f i ihr te  noch  
e inen  wesen t l i chen  Sch r i t t  we i te r ;  sie b e a n t w o r t e t e  
n i c h t  n u t  die F r a g e  n a c h  den  Z u s a m m e n h ~ n g e n  
de r  geomet r i s chen  a x i o m a t i s c h e n  Aussagen,  son- 
d e r n  sie war f  a u e h  die viel  t ie fer  gehende  F r a g e  
n a c h  der  logischen Widerspruchslosigkeit der 
Axiomensysteme auf,  e i n e  Frage ,  die vie1 en t -  
sch iedener  m i t  ph i lo soph i sch -g runds~ tz l i chen  E in -  
s te l lungel i  z u s a m m e n h ~ n g t  als alles, was  his  da-  
h in  in  de r  M a t h e n l a t i k  zu tage  ge t r e t en  war.  W e n n  
die m a t h e m a t i s c h e n  T a t s a c h e n  u n d  in sbesonde re  
die A x i o m e  im landl~uf igen  S inne  , , r ich t ig"  sind, 
w e n n  sie i rgende ine  A r t  ob jek t ive r ,  n a t u r h a f t e r  
,,Geltung" h a b e n ,  d a n n  is t  ja  o i f e n b a r  eine solche 
F rage  ganz  silinlos. Zwischen  ta t s t t ch l ich  be-  
s t e h e n d e n  S a c h v e r h a l t e n  e iner  o b j e k t i v e n  Sphe re  
k 6 n n e n  doch  selbs tvers t~indl ich ke ine  Widerspr f i che  
bes t ehen .  W e n n  m a n  d a h e r  a n  de r  These  de r  
KANTschen Ph i losoph ie  allzu w6r t l i ch  festh~ilt n n d  
in den  A x i o m e n  der  M a t h e m a t i k  die B e s c h r e i b u n g  
o b j e k t i v e r  S a c h v e r h a l t e  in e iner  Sph~ire der  re inen  
A n s c h a u u n g  e rb l i cken  will, so b l e i b t  ffir die HIL- 
BERTsche F rages t e l l ung  kein R a u m .  Ahnl i ehes  gi l t  
ffir den  gerade  neue rd ings  m i t  grol3er I n t e n s i t ~ t  
v e r f o c h t e n e n  sog. , , i n tu i t i on i s t i s chen"  S t a n d p u n k t .  
A u c h  nacia i b m  b r i n g t  die M a t h e m a t i k  Gegens t~nde  
e iner  re in  a n s c h a u l i c h e n  Sph~ire zu r  D a r s t e l l ung  
u n d  soll m i t  sch~irfster Rigorosit~it  alles ver-  
b a n n e n ,  was  n i c h t  in  eine gewisse aus  e iner  so lchen 
E i n s t e l l u n g  h e r a u s  anfges te l l te  G laubens l eh re  
hineinpa/3t .  

Ke in  Zweifel, d a b  die A u f r e c h t e r h a l t u n g  oder  
de r  Sieg dieses S t a n d p u n k t e s  g l e i chbedeu tend  m i t  
de r  V e r n i c h t u n g  de r  M a t h e m a t i k  oder  doeh  wenig-  
s tens  sehr  grol3er u n d  abso lu t  l ebenswieh t ige r  Teile 
yon  ih r  w~re u n d  dab  auch  in sich g e n o m m e n  
dieser  S t a n d p u n k t  t r o t z  der  Sugges t i vk ra f t  seines 
h e u t i g e n  genia len  Ver fech te r s  u n h a l t b a r  ist.  Das  
P r o b l e m  der  Ge l t ung  u n d  R i c h t i g k e i t  m a t h e m a t i -  
scher  Aussagen  is t  n i c h t  so e in fach  d u r c h  den  H in -  
weis auf  die I n t u i t i o n  zu b e a n t w o r t e n .  Schon  die 
I I ichteukl id ische  Geomet r i e  zeigte das. H S t t e  
KANT e twas  von  i h r  wissen k6nnen ,  so wt i rde  die- 
ses Wissen  s icher l ich n i c h t  ohne  lEinflul3 auf  seine 
Gedankeng~inge u n d  F o r m u l i e r u n g e n  gebl ieben  
sein, u n d  jedelifal ls  geh t  es IIicht an, die n i ch t -  
eukl id ische  Geomet r i e  als zwar  logisch wider-  
spruchs i re i ,  abe r  o b j e k t i v  fa lsch ftir die sog. 
, ,AuBenwel t "  a b z u t u n ,  m n  d a m i t  die These  

v o n  KANT ZU re t t en .  Dies  i s t  u m  so weniger  
t iberzeugend,  als die V o r s t e l l u n g e n  u n d  T a t s a c h e n  
der  n i c h t e u k l i d i s e h e n  G e o m e t r i e n  sieh we i tgehend  
bei  der  B e s c h r e i b u n g  yon  N a t u r p h ~ i n o m e n e n  u n d  
a n d e r w e i t  bew~ihrt  h a b e n .  

HILBI~RT h a t  die a n g e d e n t e t e n ,  in  de r  F r a g e  
n a c h  d e m  W e s e n  des M a t h e m a t i s c h e n  wurze lnden  
Schwie r igke i t en  d u t c h  eine K o n z e p t i o n  yon  gr613- 
t e r  K i i h n h e i t  u n d  Tragwe i t e  i i be rwunden ,  i n d e m  
er  auf  d e n  gedank l i chen  V o r a r b e i t e n  ful3te, die 
yon  DEDEKIND U. a. in  de r  K l ~ r u n g  des Zah lbe -  
griffes u n d  a n d e r e r  G r u n d f r a g e n  geleis te t  w o r d e n  
war .  Das  P r o b l e m  der  o b j e k t i v e n  Gfi l t igkei t  m a t h e -  
m a t i s c h e r  Aussagen  wi rd  d a d u r c h  gel6st,  d a b  diese 
F rage  a n  sich als silinlos u n d  s i l inwidr ig  e r k a n n t  
wird.  Re ine  m a t h e m a t i s c h e  Begriffe  lassen sich 
n i c h t  def in ieren ,  sie haben schliel31ich ke inen  
anschau l i ch  a n f w e i s b a r e n  gegens t~nd l i chen  S inn  
a n  sich, sonde rn  sie gewinnen ers t  diesen S inn  d u t c h  
ih re  wechselse i t igen  t3eziehungen,  welche d u t c h  die 
Ax iome  fes tge legt  werden .  D u t c h  das  e igent t im-  
lict~e, ebenfa l l s  e i n e r  n ~ h e r e n  Ana lyse  und  Charak-  
t e r i s i e rung  fghige m a t h e m a t i s c h e  Schl iegen e rh~l t  
m a n  auf  dieser  Grund lage  ein Gewebe von  mat l le -  
m a t i s c h e n  Z u s a m m e n h ~ n g e n ,  welches die m a t h e -  
m a t i s c h e  Theor ie  a u s m a c h t .  Die F rage  n a c h  de r  
Gi i l t igkei t  der  m a t h e m a t i s c h e n  Theor ie  ftir die 
phys ika l i sche  W e l t  is t  ledigl ich d a m i t  gleichbe- 
deu t end ,  ob das  gewonnene  Ne tz  yon  Begr i f fen  
u n d  Z u s a m m e n h ~ n g e n  zur  Da r s t e l l ung  der  Ta t -  
sachen  j ene r  N a t u r w e l t  pal3t oder  n ich t .  E ine  
Frage ,  die t r o t z  i h r e r  e n t s c h e i d e n d e n  Wich t i gke i t  
aul3erhalb des e igen t l i chen  re in  n l a t h e m a t i s c h e n  
Bez i rkes  ble ibt .  W e n n  n u n  a b e t  die m a t h e m a t i -  
schen  t3egriffe in  sich ke ine  sachliche,  ob j ek t i ve  
Reali t~it  bes i tzen,  die sich d u r c h  Aufweisung  inner -  
h a l b  e iner  re in  a n s c h a u l i c h e n  SphXre Iassen lttgt, 
so gewinn t  das  P r o b l e m  der  Wider sp ruchs los igke i t  
e ine e m i n e n t e  t3edeutung.  Man  k a n n  geradezu  
sagen,  dab  a n  Stelle der  o b j e k t i v e n  1Realit~t die 
W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t  der  Ax iome  t r i t t  u n d  d a b  
m a n  als G r u n d p r o b l e m  einer  m a t h e m a t i s c h e n  Dis-  
zipl in den  Nachweis  dieser  W i d e r s p r u c h s i r e i h e i t  
a n z u s e h e n  ha t ,  d. h. den  Beweis,  dab  aus  den  
be t r e f f enden  A x i o m e n  d u t c h  m a t h e m a t i s c h e s  
SchlieBen n iemals  w ide r sp rechende  Aussagen  ge- 
w o n n e n  werden  k6nnen .  Das  ers te  Beispiel,  an  
we lchem ein solches P r o b l e m  in Angr i f f  g e n o m m e n  
wnrde ,  w a r e n  naturgemtt t3 die G r u n d l a g e n  de r  
Geomet r ie .  

H ie r  wurde  de r  Beweis  geft ihr t ,  i n d e m  m a n  
zeigte, d a b  ein W i d e r s p r u c h  in  den  G r u n d a x i o m e n  
de r  Geomet r i e  e inen  W i d e r s p r u c h  in den  A x i o m e n  
de r  A r i t h m e t i k  nacl l  sich z iehen  miil3te; von  diesen 
l e t z t e ren  a b e t  se tz te  m a n  zun~ichst ohne  we i t e ren  
Beweis  die Wide r sp ruchs lo s igke i t  voraus .  E r s t  in 
neues t e r  Zei t  i s t  es HILBERT gelungen,  d u r c h  kon-  
s equen t e  A u s g e s t a l t u n g  des eben  a n g e d e u t e t e n  
G r u n d g e d a n k e n s  das  P r o b l e m  der  7Widerspruchs- 
I re ihe i t  auch  fiir die A r i t h m e t i k  u n d  i i b e r h a u p t  
fiir die ganze  M a t h e m a t i k  anzugre i fen ,  I ch  mul3 
re ich h ie r  m i t  e iner  blol3en A n d e u t u n g  begni igen.  
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Die HILBERTsche Theorie, deren Problem ffir 
den oberflAchlichen Betrachter beinahe an die 
Aufgabe erinnert, sich selbst am Schopfe aus 
dem Sumpf zu ziehen, beruht auf folgenden 
Schritten : 

ZunAchst wird der inhaltliche Bestand der be- 
treffenden mathematischen Disziplin, etwa der 
Zahlentheorie, auf ein System yon Axiomen zu- 
rfickgeffihrt und deren Aussagen vollstAndig for- 
malisiert, d . h .  ihrer inhaltlichen Bedeutung ent- 
kleidet und lediglich als gegenseitige Beziehungen 
zwischen Symbolen gedeutet. Diese Beziehungen 
sowie die Regeln und Schemata des mathemati- 
schen SchlieBens werden in einer symbolischen 
Zeichensprache ausgedrfickt, einer Begriffsschriff, 
die keine Worte und SAtze mehr kennt, wie sie 
einst LEIBNIZ vorgeschwebt hatte. Nunmehr 1Al3t 
sich jeder mattlematische Beweis umschreiben in 
ein Schema solcher mathematischer Symbole. Die 
Untersuchung dieser Schemata oder Beweisfiguren 
nennt  HILBERT die Metamathematik. Kin Wider- 
spruch in den Axiomen der betreffenden Disziplin 
mfiBte in einem solchen Beweisschema einen 
direkt aufweisbaren formalen Ausdruck finden. 
Nun kann man diese Beweisfiguren als anschau- 
lich unmit telbar  aufweisbare greifbare Gegen- 
stAnde auf ihre Struktur  bin untersuchen, und eine 
solche Untersuchung ist tatsAchlich imstande, den 
Widerspruchslosigkeitsbeweis zu ffihren, d .h .  zu 
zeigen, dal3 gewisse, einen Widerspruch Zum Aus- 
druck bringende Strukturen in diesem Schema 
unm6glich sind. Wir  sehen also, dab die HILBERT- 
sche Beweistheorie das anschauliche Element aus 
der Mathematik keineswegs ausschaltet; im Gegen- 
tell, es kommt ihm die h6chste Bedeutung zu; nur  
wird es im Gegensatz zu dem Intuit ionismus in eine 
andere Schicht verlegt; nicht die Gegenst~nde der 
mathematischen Aussagen sind anschaulich auf- 
weisbar,  sondern die in der Beweistheorie schema- 
tisch dargestellten mathematischen Zusammen- 
h~nge, und ihre Untersucbung ist also unmittel-  
bar durch Operieren in der anschaulichen Sphere 
m6glich. So bleibt gewissermaBen die HILBERT- 
sche Theorie durchaus im Rahmen einer kritisch- 
idealistischen philosophischen Einstellung. 

Ich bin test davon fiberzeugt, dab diese Theorie, 
die HILBERT mit  weitgehender Unterstfitzung 
seines Mitarbeiters BERNAYS entworfen hat  und 
deren Ausarbeitung im einzelnen noch ein schweres 
Arbeitsprogramm i n  sich birgt, eine noch nicht 
absehbare Bedeutung ffir die allgemeine phil0so- 
phische Frage nach dem Wesen menschlicher Er- 
kenntnis besitzt. 

l~lberblicken wit noch einmal den langen Weg, 
der yon den mathematischen AnfAngen zu diesen 
Gefilden h6chster Abstraktion ffihrt, so t r i t t  uns 
deutlich die allgemeine Entwickelungstendenz 
mathematischen Denkens vor Augen. Am Anfang 
das konkrete, individuelle, sehr hAufig den Anwen- 
dungen entstammende Problem, und yon dort aus 
ein allm~hliches Aufsteigen zu immer gr6fierer 

Allgemeinheit und methodischer Reinheit, his 
schliel31ich der stoffliche Einzelinhalt  abgestreift 
ist und nur  noch auskrystallisierte mathematische 
Form fibrigbleibt. Die dionysische Phase einer 
mathematischen Disziplin geht allmAhlich in die 
apollinische fiber. Dieser Prozel3 des Sublimierens 
und der Verschiebung des Interesses vom Kon- 
kreten zum Abstrakten bin ist der natfirliche 
innere 1Rhythmus, nach welchem sich im kleinen 
und im groBen mathematisches Denken voll- 
ziehen mul3, unerbittlicher und radikaler als in 
anderen Gebieten des geistigen Lebens und 
der Kunst.  

Es liegt hierin eine der Hauptquellen fiir immer 
neue Kraftentfaltung. Mit jeder Stufe, die man 
in einem solchen Verallgemeinerungsprozel3 h6her 
steigt, 6ffnen sich neue Zusammenh~inge ve t  bisher 
Getrenntem; Probleme, die vorher unangreifbar 
schienen, well man nicht verstand, d a s  stofflich 
ZufAllige veto innertich notwendigen begrifflichen 
Kern zu s0ndern, werden auf die einfachste Art" 
16sbar. Der vorhandene Bestand der Wissenschaft, 
vielleicht schon in Gefahr,. in Einzelheiten aus- 
einanderzufallen, erfAhrt "Vereinfachung und Zu- 
sammenraffung. Zu den Ausgangspunkten der 
Entwicklung und zu den Anwendungen zurfick 
er6ffnen sich dem rfickschauenden Blick neue ein- 
fache Wege und Mittel der Beherrschung. 

Aber es ist nicht zu leugnen, datl in der all- 
gemeinen, auf fortschreitende Abstraktion zielen- 
den Tendenz auch ein nicht geringes Gefahren- 
moment  liegt. ])as vom barren Stoff der Wirk- 
lichkeit unbeschwerte Gedankenspiel der refnen 
Abstraktion fibt auf viele Gemfiter einen unwider- 
stehlichen Zwang aus und l~il3t zuweilen vergessen, 
dal3 letzthin alle Mathematik mehr oder weniger 
unmit te lbar  aus dem Konkreten herausgewachsen 
ist und die Verbindung mit  dem konkreten Stoffe 
des Lebens nicht verlieren daft, wenn die "Wissen- 
schaft als Ganzes in einem solchen Entwicke- 
lungsprozel3 nicht zu reiner lebensferner Form 
erstarren will. Der mathematischen Wissenschaft 
als solcher dart man heute in dieser Hinsicht 
eine so glfickliche Prognose stellen wie jemals~ 
Neue triebkrAftige lebendige Probleme werden 
heute in grotter Zahl yon Physik, Technik und  'in 
wachsendem MaBe au~h yon der Biologie der Mathe- 
matik gesteltt. Das Bedfirfnis nach mathematischer 
Durchdringung dieser Wissenszweige ist in raschem 
Steigen begriffen. Es ware ein Unglfick, wenn die 
berufenen Vertreter der Mathematik ihren 131ick 
yon diesem groBen, aus den Anwendungen herauS- 
wachsenden Aufgabenkreise abgewandt halten u h d  
ihn allzu start  nach der einen Seite der Abstrak- 
t/on bin  richten wollten. Sie ~ wfirden in einer not- 
wendig entstehenden Reaktion durch eine anders 
geartete Schicht verdrAngt werden, die vielleicht 
allzu ausschlieillich nach der Seite der Anwendun- 
gen und der ZweckmliBigkeit bin orientiert  ist. 
Manches yon dem erreichten wissenschaftlichen 
Standard und die KontinuitAt der Entwickelung 
wiirde dann bedroht sein. Wi t  sind heute vielleicht 
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in h6herem MaBe als frtihere Generationen mit  de- 
Verantwortung daffir belastet, dab zwischen ttmo- 
retischer und angewandter Betrachtungsweise in 
der Mathemat ik  ein gesundes Gleichgewicht her- 
gestellt und aufrechterhalten wird. 

Ich kann an dieser Stelle nicht anders als nur 
sehr allgemein und skizzenhaft die Probleme und 
Sorgen kennzeiehnen, welche uns 3/fathematiker 
bewegen. Aber ich darf es nicht unterlassen, vor 
diesem Kreise noch eine Frage zu berfihren, welclle 
scheinbar mit  der Mathematik als Wissenschajt 
nichts zu tun hat  und doch so eng an ihren Lebens- 
nerv greift; ieh meine das Problem: Mathematik 
und Schule. Ich kenne diese Frage zwar aus eigener 
Erfahrung nur als leidendes Objekt, nicht als han- 
delndes Subjekt und ffihle reich nicht dazu be- 
fug t ,  fiber Einzelheiten zu sprechen; abet  ich 
weiB wohl, welche Fortschrit te und Umw~lzungen 
des matliematischen Schulwesens seit meiner Schul- 
zeit durch die Arbeit so vieler Mgnner, vor alleln 
dutch die Pioniertgtigkeit  yon FELIX KLmN 
sich votlzogen haben. Und trotz allen diesen 
Fortschri t ten:  V~renn auch dem heutigen ma- 
thematischen Forscher angesichts eines bliihen- 
den wissenschaftlichen Lebens nm das Schick- 
sal der Mathematik als Wissenschaft nicht bange 
zu sein braucht, so mul3 er sich doch dessen bewuBt 
sein, dab sie als Element der Bildung und Erzie- 
hung durehaus der schiitzenden Fiirsorge bedarf. 
Was bedeutet  denn iiberhaupt WissensehMt als 
solches Element? Wenn ich auf ein Wort  von 
KANT anspielen darf: Sie soll den Blick des jungen 
Menschen auf das SittengeSetz in seinem Innern 
und auf den gestirnten Himmel fiber ihm lenken. 
In dem Hinweis auf diese zweite Blickrichtung 
liegt die groBe erzieherische Kraft, welche den 
mathematischen und naturwissenschaftlichen Un- 
terrichtsfgchern innewohnt, viel mehr als in dem 
formalen Element oder der praktischen Niitzlich- 
keit. L~iBt man den exakten Wissenschaften an 
den Schulen nicht genug Raum, so wird man eine 
Generation erziehen, welche in iibertriebenem, 
weichlichem PersSnlichkeitskultus vergiBt, dab 
Pers6nlichkeit nur dann h6chstes Gliick der Erden- 
kinder ist, wenn sie sich dienend dem Sachlichen, 
Cberpers6nlichen unterordnen kann. 

Vielleicht in keinem Faehe h~ingt der Erfolg 
des Un te r r i ch te s so  stark yon der Individuali tgt  
des Lehrers ab wie in der Mathematik. Um so 
mehr mtissen wit Hochschullehrer uns immer wie- 
der die Frage stellen, ob denn yon unserer Seite 
her genug geschieht, damit Lehrer herangebildet 
werden, welche der hohen Aufgabe wissenschaft- 
lich gewachsen sind. Es ist ja in den letzten Jahr- 
zehnten so viel iiber die Kluft  zwischen Schul- 
mathemat ik  und Hochschulmathematik gesprochen 

worden, dab ich nicht noch einmal darauf einzu- 
gehen brauche. Von seiten der Sehule ist in dieser 
Zeit seit KLEINS Eingreifen viel geschehen, um 
den friiheren Zustand der Stagnation zu iiber- 
winden und die Kluft einzuebnen; die Hoehschule 
hat  in dieser letzten Hinsieht entsehieden weniger 
geleistet. Was sfe leisten kann und muB, das lgBt 
sieh kaum in den Rahmen einer allgemeinen orga- 
nisatorischen Reform spannen; aber eines kann 
man gewifI allgemein sagen: es hat  sich atlmghlieh 
ein Zustand herausgebildet, bei welehem es viel 
zu wenig Kontakt  zwisehen Dozent und Student 
gibt. In viel zu hohem MaBe beherrseht das Vor- 
lesungswesen den mathematisehen HochschuI- 
unterricht. GewiB haben h6here Vorlesungen, die 
einen schwierigen Stoff frei gestalten, auch dann 
einen hohen Wert, wenn sie fiber die K6pfe der 
Durchschnittsh6rer hinweggehen. Aber trotzdem 
miissen wir auf das Allerentsehiedenste einen Zu- 
stand anstreben, bei wetchem der Student nicht 
bloB oder i n  erster Linie wehrloser passiver Zu- 
h6rer bei Professorenmonologen ist, sondern in 
lebendiger Wechselwirkung zu spontaner wissen- 
sehaftlicher Arbeit herangezogen wird. Seminare, 
~bungen und vielleicht neue akademische Unter- 
richtsformen mtissen hierzu das Hauptmit te l  seim 
Erst  wenn wit unsere Studenten, die spgteren 
Lehrer, auf ein wissenschaftliches Niveau bringen, 
yon dem aus sie sp~iter die Gegenstgnde der Schul- 
mathematik  souvergn beherrschen, diirfen wir uns 
zufrieden geben. Leider sind wir yon djesem Ziele 
welt genug entfernt. 1Nur gar zu oft muB man es 
erleben, dab ungeeignete Mensctmn viele Jahre 
lang studieren oder vielmehr Vorlesungen usw. 
:fleiBig anh6ren, ohne dab sie selber auch nur eine 
Ahnung von der v611igen Ergebnislosigkeit des 
Studiums erlangen. Wenn diese bedauernswerten 
Opfer der akademischen Lernfreiheit d a n n  auch 
noch das Glfick haben, ihre Examina zu bestehen 
-- es soll so etwas vorkommen -- dann entstehen 
jene unglficklichen Typen yon Mathematikleh- 
rern, welche jedem begabten Sekundaner gegen- 
fiber v611ig hilflos sind und beinahe sehlimmer 
wirken als eine entsprechende Figur aus dem 
philologisch-historischen Lager. 

Solche FMle miissen die Universitiiten auf ihr 
Schuldkonto nehmen. Es ist bier nicht die Zeit, 
Wege und M6glichkeiten der Abhilfe zn er- 
6rtern. Aber ich m6chte docli sehlieBen mit  dem 
Ausdruck der ~berzeugung:  Ob und wie es den 
Hochsehulefi gelingt, die notwendige und wirk- 
same Ausbildung zu sichern, ohne das wissen- 
schaftliehe Niveau des Hochschulunterrichtes zu 
senken, das ist die Sehicksalsfrage, yon deren L6- 
sung die Zukunft der Mathematik an den Schu- 
Ien und zum guten Teil auch an den Hochsehulen 
abhgngen wird. 
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