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Bernhard Riemann und die Mathematik der letzten hundert Jahre?).
Von R. Courant, Gottingen.

Es ist mir bei diesem Kursus die Aufgabe zu-
gefallen, Thnen heute in einem einleitenden Vor-
trage eine Skizze von den Kraften und Bewegungen
zu geben, als deren Produkt die gegenwirtige
Mathematik und mathematische Physik erscheint,
und welche fiir uns in dem Namen BERNHARD
RiemanN ihr reinstes Symbol finden,

Zeit und Ort dieser Veranstaltung stehen in
enger Beziehung zn Rriemann. Es sind gerade
100 Jahre her, dal} er als ein Sohn des nieder-
sichsischen Landes geboren wurde. Gottingen ist
der Ort gewesen, wo er studiert und promoviert
hat, wo er seine akademische Laufbahn als Privat-
dozent begann und wo er sehr bald darauf Pro-
fessor wurde, bis er frithzeitig einer tiickischen
Lungenkrankheit erlag.

Aber diese mehr AuBleren Beziehungen allein
rechifertigen das Thema meines Vortrages nicht.
Wenn ich RieMANN in den Mittelpunkt einer Be-
trachtung iiber die Entwicklung der Mathematik
unseres Zeitalters stelle, so geschieht dies allein
deswegen, weil fiir jede tiefer dringende historische
Einsicht R1EMANN als die schlechthin entscheidende
Figur dieser Epoche erscheinen muf.

Warum aber iiberhaupt eine historische Be-
trachtungsweise von Dingen der Mathematik oder
der Naturwissenschaften? — so wird vielleicht
mancher fragen. Iiegt nicht eine spezifisch un-
historische Einstellung im Wesen unserer Wissen-
schaften, in denen alles durch Logik oder durch
Experiment nachweisbar ist, in denen nichts Gel-
tung hat als systematische Zusammenhinge und
in denen jede Willkiir verpont erscheint? Ist in
unserer wissenschaftlichen Interessensphire Platz
fiir eine Betrachtung der Zufilligkeiten einer
historischen Entwicklung?

Ich glaube, daf wir heute mehr denn je eine
solche historische Einstellung brauchen. Aufler-
ordentlich viel hidngt fiir unsere Wissenschaften
davon ab, ob und wie ihre Vertreter es verstehen,
sich selbst und den Kreis ihrer Wirksamkeit als
Glieder einer groBen Entwicklungsreihe zu be-
trachten, und in welchem MaBe sie imstande sind,
aus dem BewuBtsein dieser Zusammenhange fiir
Gegenwart und Zukunft zu lernen.

Freilich muf3 eine solche historische Betfrach-
tung alles andere eher sein als eine blofe Re-
gistrierung von Tatsachen und Daten. Die gih-
nende Langeweile derartiger Geschichtsschreibung
exakter Wissenschaften ist ein Vielfaches der
Schrecknisse, die mancher von uns als Schiiler
in einem schlechten Geschichtsunterricht durch-

1) Eroffnungsvortrag bei dem mathematisch-physi-
kalischen Oberlehrerkurs in Gottingen, Juli 1926.
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lebt hat. Auch biographische Anekdoten fiir sich
allein konnen aus dem XKreise rein menschlicher
Teilnahme nicht in das Reich historischer Er-
kenntnis hiniiberfiihren.

Warnm gerade heute dieses Bediirfnis nach
geschichtlicher Betrachtung? Gewil, wir leben
in einer Zeif, wo es in unseren Wissenschaften mit
Macht vorwirts geht. Vieles geschieht weithin
sichtbar in der Physik und manches mehr still
und verborgen in der Mathematik. Und dennoch
ist das organische gesunde Wachsen aunf das
schwerste bedroht von den Gefahren des Spe-
zialistentums. Ich will gar nicht mehr davon
sprechen, daf die Physik und Astronomie sich
von der Mathematik, die Technik sich von der
Physik getrennt hat; aber auch innerhalb der
einzelnen Ficher ist oft spezialistische Hochst-
leistung mit denkbar grofter allgemeiner Unbil-
dung verbunden; Fachgenossen aus Nachbar-
gebieten verstehen einander nicht mehr; Geometer
und Analytiker, theoretische und experimentelle
Physiker stehen einander hdufig teilnahmslos
gegeniiber und arbeiten mit Leidenschaft und Er-
folg auf ihrem Gebiet, ohne sich der Zusammen-
hénge des Ganzen bewufit zu sein und ohne iber
die Frage nachzudenken: Woher und wohin?

Wir miissen demgegeniiber lernen, die natiir-
lichen Ziele der wissenschaftlichen Entwicklung
zu sehen oder wenigstens zu ahnen, und wir miissen
lernen, unsere Krifte bewuBt in den Dienst der
Aunfgabe zu stellen, diese Ziele so geradlinig wie
moéglich zu erstreben.

Statt dessen droht immer mehr die Gefahr,
daB alles planlos treibt, daB3 der zusammengeraffte
Strom zielstrebender Entwicklung sich in ein tur-
bulentes, wirbelnd zerflieBendes Chaos aufldst.

Ein groBer Teil der heutigen Mathematiker
und Physiker kommt mir vor wie der durchschnitt-
liche moderne Mensch, welcher glaubt, auf Grund
der Lektiire von Provinzzeitungen politische An-
sichten haben zu kénnen oder gar aktiv in die
Politik eingreifen zu diirfen, wihrend es doch
eines tiefen historischen Sinnes bedarf, um zu
lernen, was die gestaltenden Krifte der meénsch-
lichen Gesellschaft sind, und wie man das eigene
Streben und Wirken mit ihnen in Einklang bringen
kann.

Geschichte als die Lehre von den gestaltenden
Kriaften und als die Kunst, das Notwendige vom
Zufalligen zu unterscheiden, ist eine schwierige
und fast unlésbare Aufgabe, wenn sie sich auf die
Betrachtung der Politik und der allgemein mensch-
lichen Dinge bezieht. Fiir den engen Interessen-
kreis einer Wissenschaft — eng im Vergleich mit
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der Fiille des menschlichen Lebens im allgemeinen
— kénnte die Aufgabe leichter erscheinen. Aber
hier tritt als erschwerendes Moment hinzu, daf3
von dem Historiker eines Wissensgebietes neben
dem historischen Instinkt als unerlafliche Voraus-
setzung tiefste Bekanntschaft mit den Dingen
dieses Wissensgebietes selbst gefordert werden
muB; wohl darum ist ein wirklicher Historiker der
exakten Wissenschaften ein noch selteneres Phi-
nomen als ein Historiker der allgemeinen Geschichte.

Unserer Zeit ist das Gliick zuteil geworden,
einen solchen historischen-Geist erleben zu diirfen
oder vielmehr einen grofen, fithrenden Gelehrten,
dessen Lebenswerk schlieBlich in eine historische
Betrachtung unserer Wissenschaft eingemiindet
ist. Ich meine FELix KLEIN, dessen geschichtliche
Vortriage, wenigstens in ihrem ersten Teil, sehr
bald der Offentlichkeit vorliegen werden und
welche, daran zweifle ich nicht, eine tiefe Wirkung
auf die weitesten an unserer Wissenschaft inter-
essierten Kreise auszuiiben bestimmt sind. Was
ich IThnen heute in einer kurzen historischen Skizze
zu sagen habe, stiitzt sich in vielem auf diese Vor-
lesungen von Ferix KLEIN,

Die Mathematik ist wohl die &dlteste und ehr-
wiirdigste aller Wissenschaften, aber wir diirfen
nicht vergessen, dafBl die Mathematik in ihrer
heutigen Gestalt erst auf eine Entwicklung von
kaum 300 Jahren zuriickblicken kann. Nach den
groBen entscheidenden Schritten im 17. Jahr-
hundert, die zur systematischen analytischen Geo-
metrie und Infinitesimalrechnung fiihrten, folgt
eine Zeit des raschesten, fippigsten Aufblithens
der mathematischen Wissenschaften. Wir sehen
im 18. Jahrhundert an verschiedenen Stellen
Europas verstreut eine kleine Schar hervorragender
Denker, untereinander durch regen Gedankenaus-
tausch verbunden, mit erstaunlicher Energie und
iiberwaltigendem Erfolge das Gebdude der exakten
Wissenschaften errichten und ausbauen.

Wenn wir Kinder des nervdsen, iiberhasteten,
spezialistischen 2o0. Jahrhunderts uns in die Be-
trachtung dieser Zeit vertiefen, so frappiert uns
vielleicht als der groBte Eindruck die Universalitat
jener Geister. Es waren nicht Fachleute, sondern
Reprasentanten der Wissenschaft als eines Ganzen,
bahnbrechende Physiker, Mathematiker, Astro-
nomen und anderes mehr in einer Person, und was
noch mehr bedeutet, hiufig genug iberdies grofie
harmonische Perstnlichkeiten, die sich des inneren
Zusammenhanges aller Wissenschaft tief bewuft
waren.

Das Kennzeichen dieser Zeit ist eine naive Pro-
duktivitdt. Das neu eroberte Land lockt mit so
viel nnbetretenen Gegenden, daf3 der Forschergeist
es so rasch wie mpglich durcheilen muB, unbekiim-
mert darum, ob der erworbene Besitz schon vollig
durchdrungen und gesichert ist. Unklarheiten
und Unsicherheiten in den Grundlagen bedriicken
die Mathematiker des 18. Jahrhunderts nicht sehr,
Fragen nach Konvergénz oder Divergenz spielen
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keine Rolle. Ein sicherer Instinkt fithrt fast stets
zu richtigen Resuitaten.

Der Rahmen, in welchem sich diese Entwick-
lung abspielt, war der des alten Feudalstaates mit
seiner stidndischen sozialen Schichtung. Das
wissenschaftliche Leben war zunichst allein re-
prasentiert durch wenige ausgezeichnete Persén-
lichkeiten, um sich dann auf die Akademien zu

‘konzentrieren, fast ohne Verbindung mit den Uni-

versititen, wo insbesondere die mathematische
Wissenschaft eine ganz untergeordnete, kiimmer-
liche Rolle spielte.

Die franzosische Revolution, welche den Auf-
takt zur volligen sozialen und politischen Um-
gestaltung FEuropas bildete, bezeichnet auch fiir
unsere Wissenschaften den Beginn einer neuen
Entwicklungsphase. Es entstehen die modernen
Volksstaaten. Die sozialen Bindungen zerreiBen,
die Winde zwischen den Volksklassen werden
niedergerissen, neue Berufs- und Betitigungsmog-
lichkeiten erdffnen sich jedermann. Unaufhaltsam
setzt sich in Europa die Tendenz zur Verbreiterung
und Demokratisierung auch in allen Kultur- und
Bildungsfragen durch und damit im eigentlichen
wissenschaftlichen Leben. Man mag dieser Ent-
wicklung innerlich beistimmen oder ihr mit
schmerzlicher Abneigung gegeniiberstehen, sie
kam und ist gegenwartig ein entscheidender Fak-
tor der Entwicklung, welche der einzelne nicht
hemmen kann.

Den ersten entschiedenen Ausdruck fand diese
Tendenz darin, daB die Pflege der Wissenschaften
in weitem Mafle von den héfischen Akademien an
die Universitdten und Hochschulen iiberging. In
Frankreich wurde 1794 die Ecole Polytechnique
gegriindet, mit dem Prinzip, durch Heranziehung
der besten Gelehrten als Lehrer ein moglichst hohes
Niveau der Ausbildung zu erzielen. Der iiber-
raschende Erfolg dieser Griindung mahnte andere
europidische Linder zu Nachahmungen in mehr
oder weniger verinderter Form.

In PreuBen und anderen deutschen Staaten
ging der AnstoB zu einer dhnlichen Entwicklung
von der Aufgabe aus, die Oberlehrer fiir die Gym-
nasien auszubilden. Die Nenorganisation des Bil-
dungswesens hatte zn Beginn des Jahrhunderts die
Schaffung eines besonderen Oberlehrerstandes mit
sich gebracht, wihrend f{riiher die Lehrerschaft
der hoheren Schulen sich aus allen mdglichen
Kreisen, insbesondere aus der Gruppe der jlingeren
Theologen, rekrutierte. Die Universititen werden
nun die gegebenen Stitten zur Ausbildung der
Lehrer, und an dieser neuen Aufgabe entwickelt
sich im Rahmen der Universitaten {iberall regstes
wissenschaftliches Leben, Fiir das Gebiet der Na-
turwissenschaften wird diese Entwicklung in
Preuflen besonders durch das Eingtreifen ALEXAN-
DER vON HumsoLpTts gefdrdert, der von seinen
Reisen und seinem langen Aufenthalt in Paris die
inoderne Einsicht in die Notwendigkeit mitbrachte,
Forschung und Lehre in die engsten gegenseitigen
Beziehungen zu setzen. Liksics Berufung nach
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GieBen gegen den Protest der ziinftigen Fakultat
z, B. ist HumBoLpTs Werk., Wir wissen, was diese
Berufung fiir die Entwicklung der Chemie bedeutet
hat; von dhnlicher entscheidender Wichtigkeit fiir
die Mathematik wurde die Ernennung von JacosI
zum Professor in Koénigsberg — eine Ernennung,
die ebenfalls auf Betreiben von Humsorpr und
gegen den Widerstand der Fakultit erfolgte.

Jacosr war der erste, welcher in der Mathe-
matik bewuBt und leidenschaftlich das Prinzip
durchfiihrte, in Universititsvorlesungen und Se-
minaren die Horer bis an die Grenze der wissen-
schaftlichen Forschung mitzufithren und ihnen den
Zutritt zur Werkstatt der wissenschaftlichen Pro-
duktion weit zu 6ffnen. Mit einer hinreienden
Lehrbegabung, mit einer blendenden Vielseitig-
keit und' Produktivitit, mit einer riicksichtslosen
gewalttatig-suggestiven Kraft gelang es ithm in
kurzer Zeit, hier eine ganz neue, in den exakten
Fachern bis dahin wenigstens in Deutschland un-
erhorte Tradition zu schaffen. Der Ruhm seiner
Vorlesungen und seines wissenschaftlichen Be-
triebes verbreiteten sich rasch. Das Beispiel der
Konigsberger Schule erobert der Jacosischen Lehr-
tradition bald alle wichtigen Universititen und
bestimmt so das Niveau der Anforderungen, welche
heute iberall an die wissenschaftliche Ausbildung
der hoéheren Lehrer gestellt werden. Zugleich er-
gibt sich fiir die Wissenschaft selbst eine so starke
Verbreiterung der Basis, wie man sie wenige Jahr-
zehnte vorher kaum ertrdumen konnte.

Grofe Mathematiker der spiteren Generation
gehen aus dem Kreise der Oberlehrer hervor, die
mittelbar oder unmittelbar aus der Jacosischen
Schule herauswachsen; ich nenne als Beispiel
WEHIERSTRASS.

Aber -die Verbreiterung des Betriebes der
wissenschaftlichen Mathematik — und diese Er-
scheinung ist auch typisch fiir alle Nachbargebiete
— geht Hand in Hand mit einer fortschreitenden
Spezialisierung. Die Zahl derer, die glauben, auch
ein Scherflein zum Fortschritt der Wissenschaft
beitragen zu miissen, wachst stdndig, und noch
groBer wird die Anzahl derjenigen, die um jeden
Preis aus duBleren oder inneren Griinden wissen-
schaftlich - publizieren wollen. Wihrend das
18. Jahrhundert, das Zeitalter des Briefschreibens,
nur kiimmerliche Publikationsméglichkeiten und
geringe Publikationsbediirfnisse kannte, wichst in
unserem Zeitalter des Telegraphierens die Literatur
an Zeitschriften und Biichern ins Ungemessene und
Uniibersehbare. .Ich gestehe, dafl ich keinem mir
bekanriten Mathematiker die Fiahigkeit zutraue,
ohne Schwierigkeiten auch nur den fiinften Teil
alles dessen zu lesen, was in ciner Zeitschriften-
oder Monographienserie gedruckt wird. Ob die
Wissenschaft darunter leiden wiirde, wenn vier
Finftel ungedruckt bliebe, wei3 ich nicht. Aber
wir ersticken an dem Chaos von Papier und
Druckerschwirze, wir wverzagen vor der Zer-
splitterung der Wissenschaft in Spezialititen, und
wir verzweifeln an der babylonischen Sprachver-
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wirrung, welche uns verhindert, die Rede unseres
néchsten Fachgenossen zu verstehen.

Und doch ist es nicht wahr, dafl die Wissen-
schaft rettungslos der Auflésung in Spezialisten-
tum verfallen ist. Sie selbst besitzt in sich die
Krifte zu einer lebendigen, gesunden Weiterent-
wicklung. Fir die Mathematik werden, so glaube
ich, diese weitertreibenden Lebenskrifte durch
den Namen RiEMaANN verkOrpert. Nicht bloB
durch den tatsidchlichen Inhalt dessen, was RIE-
MANN geschrieben und gelehrt hat, sondern mehr
noch durch die Geistesrichtung, welche in Rie-
MANN ihren reinsten Ausdruck.findet. Um diese
These heute im allgemeinen zu begriinden -— in
den beidén folgenden Vortrigen werde ich mehr
im einzelnen auf RiemanNs Lebenswerk eingehen
— muf ich einige weitere historische Bemerkungen
iiber die Entwicklung der Mathematik im 1g.Jahr-
hundert einschalten.

Man hat dieses Jahrhundert das kritische Zeit-
alter genannt. In der Tat, die souverine Un-
bekiimmertheit, mit der die aristokratischen Ge-
lehrtennaturen des 18. Jahrhunderts sich iiber
Unklarheiten, Unfertigkeiten und Widerspriiche
in den Grundlagen hinwegsetzen, mufite der
strengeren Gesetzlichkeit des biirgerlichen Zeit-
alters auch in der Wissenschaft weichen. Auch
hier wird iiberall die Berechtigung des Bestehenden
in Frage gezogen und in mithsamster Arbeit die
Grundlagen der Wissenschaft, sozusagen ihr gel-
tendes Recht, festgestellt.

Gavuss beginnt mit dem Beweise des Fundamen-
talsatzes der Algebra, und jeder von uns kennt die

-groBen Leistungen, die mit der strengen und ein-

wandfreien Begriindung der Analysis und Geo-
metrie seitdem vollbracht worden sind. Ich er-
innere nur an Cavcmy, durch welchen die In-
finitesimalrechnung von allen Beimengungen an
Unklarheiten und Mystik befreit and aus einer
Art Geheimwissenschaft auserwihlter Geister zu
einer leicht erlernbaren Kuanst gemacht wurde, Ich
erinnere an die strenge Grundlegung der Analysis
durch Borzano, WEIERSTRASS und DEDEKIND; an
die Mengenlehre und an die moderne Theorie. der
reellen Funktionen. Aber wir wissen auch, da8
diese Entwicklungslinie vielfach zu einer Uber-
feinerung und iibertriebenen Zuspitzung der Be-
griffe und schlieBlich zu uferlosen, abstrakten Be-
griffsspekulationen. zu fithren droht. In den Hian-
den direktionsloser Kostginger der Wissenschaft
hat sie eine Gefahr zu bilden begonnen und tragt
nicht zum wenigsten die Schuld an dem heutigen
krisenhaften Zustande.

Hin weiteres Moment kommt hinzu. Der Wille
zur Kritik, der Wille zur unerbittlichen Strenge
hat in manchen Gebieten zu einer Verengung des
Standpunktes gegeniiber dem 18. Jahrhundert
gefithrt. Wenn wir ein militdrisches Bild ge-
brauchen: Man hat viele vorgeschobene Positionen
aufgegeben, um die riickwirtigen Verbindungen
zu sichern; man hat sich hinter feste Wille ver-
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schanzt und sich freiwillig auf ein kleineres Gebiet
beschrankt, um vor Angriffen der Kritik sicher
zu bleiben. Viele, auch hervorragende Mathema-
tiker haben die ,,Strenge so in Fleisch und Blut
aufgenommen, daf ihrem BewuBtsein die Moglich-
keit und Notwendigkeit ,,unstrenger”, mehr phan-
tasievoller Betrachtungen vollig abhanden ge-
kommen ist.

Aus dieser Gefahr der Stagnation kann uns
nun eben die Entwicklungslinie herausfiihren, die
von RieManN ausgeht.

Es ist eine ungerechte Einseitigkeit, wenn man
immer nur den kritischen Zug der Mathematik des
19. Jahrhunderts hervorhebt. GroBe, ja gewaltige
schopferische Gedankenreihen stellen sich neben
die mehr kritischen und sind zum Teil eng mit
diesen verschlungen. Gauss, dessen Riesengestalt
die beiden Jahrhunderte verbindet und weit ins
1g9. Jabrhundert hineinragt, hat viele dieser Ge-
danken als michtige Impulse ins wissenschaftliche
Leben hineingeschleundert. Manches hat er schwei-
gend in seinem Innern bewahrt oder nur andeu-
tungsweise seinen nachsten Freunden erofinet.
Von der ungeheuren Fiille des Gaussschen Ideen-
reichtums geben uns vielfach nur kurze Notiz-
zettel Kunde, die erst mehr als ein halbes Jahr-
hundert nach seinem Tode entritselt wurden.
Es war vielleicht eine Tragik im Leben von Gauss,
daB sein Amt ihn zeitweise zu einer duferst inten-
siven und aufreibenden subalternen Arbeit zwang,
wie z. B. der eigenhidndigen Durchfithrung der han-
noverschen Landesvermessung. Gewi hat solche
Tatigkeit auch wissenschaftliche Friichte getragen;
aber wenn man sieht, was alles an mehr oder we-
niger ausgefithrten Entwiirfen und groBartigen Ge-
danken von Gauss niemals zur Verdifentlichung
vorbereitet werden konnte, dann legt fiir uns in
dem Zeitalter der Assistenten und Laboranten und
sonstigen Hilfskrifte der Gedanke nahe, daf3 doch
ein ungeheures Kapital von héchster menschlicher
Erkenntniskraft sinnlos vergeudet worden ist.

Gliicklicherweise ist es aber in der Wissenschaft
nicht so, daB jemand, und mag er noch so originell
sein, wichtige, fiir die Wissenschaft lebensnotwen-
dige Gedanken auf immer mit ins Grab nehmen
kann. Wenn diese Gedanken auf der Entwick-
lungslinie der Wissenschaft liegen, dann werden
sie frither oder spiter in einem anderen begnadeten
Geiste neu wieder entstehen und von ihm' in die
Erscheinung gebracht werden. In diesem Sinne
ist RremanN nach vielen Richtungen der Neu-
schopfer und Vollender dessen gewesen, was Gauss
der Welt schuldig geblieben war.

Es wird immer eins der merkwiirdigsten Phi-
nomene in der Geschichte der Mathematik des
19. Jahrhunderts bleiben, daB RigmanN, fast ohne
Berithrung mit dem alten, nach auflen eisigen und
verschlossenen Gauss, ohne die Gaussschen Ge-
danken klar gekannt zu haben, dennoch in vielen
Punkten so genau an Gauss ankniipfte. Es ist
eben so, als ob die mathematische Atmosphire mit
diesen Gedanken gesittigt war und nur ein emp-
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fangliches Medium da sein muBte, in dem sie zum
Niederschlag kommen konnten.

Rizmanws Leistung und Wirkung wird fir
uns noch bewundernswerter, wenn wir uns von
seiner Personlichkeit und seinem &uBeren Leben
kurz Rechenschaft geben. Wie so mancher groBer
deutscher Gelehrte, stammt er aus einem Land-
pfarrhause. Er kam mit 18 Jahren nach Géttingen,
um Theologie zu studieren, erhielt aber bald von
seinen Eltern die Erlaubnis, sich seiner Lieblings-
beschéftigung, der Mathematik, widmen zu diirfen,
und treibt nun in Géttingen seine mathematischen
Studien mit einer zweijahrigen Berliner Unter-
brechung. Ein stiller, bescheidener, giitiger, ganz
in sich gekehrter, versonnener junger Mann, nach
auBen unbeholfen, schiichtern, weltfremd, mit ge-
legentlicher Neigung zur Melancholie, die ja kaum
einer groBen Personlichkeit erspart zu bleiben
scheint, oft seine Kameraden zu Neckereien ge-
radezu herausfordernd. Dabei innerlich erfillt
von intensivstem, reichem Leben. Durchaus als
Erscheinung kein Friihreifer. Erst mit 25 Jahren
kommt er zur Promotion. Seine ganze innere Ein-
stellung, seine ganze wissenschaftliche Gesinnung
ist durch und durch entgegengesetzt derjenigen
Richtung, welche in der Mathematik zunichst zur
Herrschaft berufen war. RIEMANN ist der typisch
geniale intuitive Geist. Sein Interesse verbreitet
sich iiber die ganze Mathematik und Physik, die
Philosophie und die Physiclogie. Uberall spiirt
er die inneren Zusammenhinge auf. Seine rein
mathematischen Untersuchungen sind erfillt von
unmittelbarer physikalischer Anschauung; seine
physikalisch-mathematischen Probleme dringen
ihn zur Erfindung der feinsten, rein mathemati-
schen Methoden und Hilfsmittel; ein unvergleich-
licher Sinn fiir die groBen Zusammenhénge ver-
bindet sich mit grofiter Kraft und Schéarfe bei der
Behandlung jeder Einzelheit.

Wollte man ihn als Personlichkeit in eines der
Schemata einreihen, in welche man heute so gern
die Vielgestaltigkeit der menschlichen Dinge ein-
zwingt, so wiirde man in groBe Verlegenheit
kommen. Er war weder typischer Klassiker noch
Romantiker, er war weder cyclothym, noch schizo-
thym, und man sieht an diesem Beispiel, wie ge-
fahrlich und irrefithrend die blinde, schlagwort-
artige Anwendung solcher Unterscheidungen ist.
Charakteristisch fiir seine Personlichkeit bleibt
seine tiefe Religiositdt, die ihm ein wunderbares
inneres Gleichgewicht gegeniiber dem schweren
Schicksal verlieh, das ihn frith traf.

Erst drei Jahre nach seiner Promotion, im
Jahre 1854, mit fast 28 Jahren, habilitierte er
sich in Gottingen. Seine Vorlesungen haben an-
scheinend wenig Erfolg. Doch erkennen die dlteren
Fachgenossen recht wohl von Anfang an die Be-
deutung des jungen Genies. Er wurde im Jahre
1857 Extraordinarius und im Jahre 1859, nach
DiricurETs frithem Tode, dessen Nachfolger im
Ordinariat. Einige Jahre stiller intensiver Arbeit
folgen. Aber schon im Jahre 1862 packt ihn eine
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Lungenkrankheit, um ibn bis zu seinem Tode,
1866, nicht mehr loszulassen. Gefafit und ergeben
ist er gestorben, inmitten eines ungeheuren Pro-
gramms von Entwiirfen und Fragmenten, nur
eine kleine Anzahl von gedruckten Abhandlungen
und eine etwas gréfiere von ungedruckten Manu-
skripten hinterlassend. Und doch bildet dieser
bescheidene Band Riemannscher Abhandlungen,
die spater gesammelt herausgegeben wurden, die
Grundlage der weiteren Entwicklung der Mathe-
matik.

DaB8 Riemanns Auftreten doch schlieBlich
eine so tiefe Wirkung iiben konnte, mutet uns fast
wie ein Wunder an. Nur elf Jahre liegen zwischen
seinem ersten Hervortreten in seiner Dissertation
und seiner t&dlichen Erkrankung. Als ILehrer
hatte er wenig Erfolg, und unter seinen wenigen
Zuhorern war gewdShnlich keiner, der die vor-
getragenen neuen Ideen wirklich auch nur einiger-
mafen erfassen konnte. Das, was spater unter
Rigmanns Namen als Auszug aus dessen Vor-
lesungen der Offentlichkeit fibergeben wurde, bil-
det nur einen schwachen Abglanz von der wahren
Riemannschen Gedankenfiihrung.

Die wenigen Arbeiten, die RieMaNN selbst
publizierte, erregten zwar z.T. groBes Aufsehen,
vor allem die Arbeit #iber ABErsche Funktionen.
Aber ihr innerster Kern war doch der herrschenden
Mode zu sehr entgegengesetzt, um sogleich in das
allgemeine BewuBtsein der mathematischen Welt
aufgenommen zu werden. Angesichts der michtig
in den Vordergrund. tretenden WEIERSTRASSschen
Schule konnte zunichst der Riemannsche Geist
nicht aufkommen. (Man vergleiche die Anzahl
von fiinf bis sechs Zuhdreren von RIEMANN mit
der Anzahl von mehreren Hundert in den spiteren
WreiERSTRASSschen Vorlesungen.)  Entscheidend
gegen RIEmaNN fiel nicht zuletzt ins Gewicht,
dafl, wie WEIERSTRASS zeigte, in den Grundlagen
der Riemannschen Funktionentheorie, dem soge-
nannten DiricaLETschen Prinzip, eine Liicke klaffte,
welche den ganzen Oberbau zu gefihrden schien,
und deren Schliefung man zun#chst nicht zu ver-
suchen wagte. Man glaubte, die RismanNschen
Wege verlassen zu miissen, um RIEMANNS als er-
strebenswert erkannten Ziele zu erreichen; und
in diesem Sinne wurden dann durch die Be-
strebungen von CarRL NEuMANN und Hermanw
AmanDUs Scawarz die ersten strengen Beweise
fiir grundlegende RirmaNNsche Sitze gegeben.
Aber es dauerte Jahrzehnte, bis jemand kam, der
den Mut und die Kraft fand, unmittelbar an die
Riemannschen Grundlagen, das DiricHLETsche
Prinzip, heranzugehen und diesem gegen alle
Kritik zum Triumph zu verhelfen. Erst im Jahre
1901 gliickte HiLBERT dieser grofe Wurf, und von
da ab datiert eine neue Entwicklung in dem groflen
Gebiet der Analysis. Es entstehen die sogenannten
direkten Methoden der Variationsrechnung, welche,
wie ich glaube, dazu berufen sind, das Gesicht der
Analysis weitgehend umzugestalten. Ein Beispiel
flir die oft bestitigte Wahrheit, daBl der Fort-
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schritt der Wissenschaft hiaufig genug an Unklar-
heiten und Méingel des Vorhandenen ankniipit.

Dafl aber RieEmanNs Lebenswerk zur vollen
Wirkung auf die Entwicklung der Mathematik
gelangt, das haben wir in erster Linie einem Mann
zu verdanken, der uns immer als der gréfte und
erfolgreichste Pionier der Riemannschen Sache
erscheinen wird, Ferix Kiemn, Er war der erste,
der sich, schon als junger Mensch, ganz selbstindig
und entgegen der herrschenden Mode, in die RiE-
maNNsche Funktionentheorie wvertiefte, sie an
vielen Punkten fortfithrte und mit seiner hin-
reilend expansiven Art kraftvoll seine Zeit zu den
Riemannschen Auffassungen geradezu bekehrt
hat. Wie dies geschah, das ist im einzelnen an-
14Blich des Todes von KLEIN jetzt so oft gesagt und
geschildert worden, daB8 ich es heute nicht mehr
zu wiederholen brauche.

Aber ich muB doch darauf hinweisen, daB, so
wichtig die Funktionentheorie als das ,,Kern-
stiick” der Mathematik der letzten achtzig Jahre er-
scheinen mag, so wenig RiemManNNs Bedeutung doch
damit erschépit ist, und daB KLEIN immer nur vor-
zugsweise diese eine Seite von RIEMANN hervor-
gehoben und zur Wirkung gebracht hat.

Schon als Funktionentheoretiker weist Rie-
MANN Ziige auf, die auBerhalb des Rahmens der
von KreIN vertretenen geometrischen Theorie
liegen. Ich erinnere nur an die RIEmANNsche
Theorie der Z-Funktion, welche auf ganz anderer
Grundlage ruht, und welche bahnbrechend und
richtunggebend fiir die neuere analytische Zahlen-
theorie geworden ist. Ich erinnere ferner an die
Riemannsche Habilitationsschrift iitber die Fou-
rierschen Reihen, welche ebenfalls ein ganz neues,
spiter leider bis zum UberdruBl abgegrastes Ge-
biet erdffnet hat.

Neben die funktionentheoretischen Dinge, zu
denen ich auch die geometrischen Untersuchungen
tiber Minimalflichen und vor allem die so folgen-
reichen topologischen Bemerkungen rechne, tritt
als zweites groBes Arbeitsgebiet von RiEMANN die
mathematische Physik, tibrigens eng mit der Funk-
tionentheorie verbunden. Hier hat RIEMANN keinen
kongenialen Apostel wie KLEIN gefunden. Daher
nimmt es nicht wunder, daB3 seine Gedanken in
diesem Gebiet sehr viel liangere Zeit gebraucht
haben, um nach auBen zur Wirkung zu kommen.

Bezeichnend ist, daB eine Preisarbeit iiber
mathematische Physik, die er der Pariser Aka-
demie einreichte, nicht den Preis erhielt, obwohl
diese Arbeit lange Zeit ein unausgeschOpftes Berg-
werk wvoll kostlicher Schitze blieb. RIEMANNS
Arbeiten {iber partielle Differentialgleichungen
sind erst allmihlich, z, B. durch die Vermittlung
von WEBER, DarBOUX und VOLTERRA bekannt ge-
macht und verstanden worden, und erst langsam
hat sich daran die groBeEntwicklung angeschlossen,
in der wir noch mitten drin stehen.

Ahnlich geht es mit den tiefen Gedanken, die
wir heute mit dem Namen , Riemannsche Geo-
metrie’’ zusammenfassend bezeichnen. Noch bis



818

vor kurzem wurden diese Dinge lediglich von
einem ganz engen Kreis als Spezialfach betrieben,
bis ErnstriNs Tat plotzlich diese Rizmaxnsche
Geometrie in das helle Licht der unmittelbarsten
Aktualitat zog. Heute wissen wir die GréBe und
Tiefe der Riemannschen Leistung von 1861 voll
einzuschitzen und erkennen mit dankbarem
Staunen, dafl auch unsichtbar unter der Ober-
flache solche Ideen wirksam und fruchtbar weiter
wachsen konnen, um pldtzlich mit Macht ans
Licht hervorzubrechen.

Ich will und kann heute auf alle diese Dinge
nicht niber eingehen. In den beiden nichsten
Vortragsstunden werde ich Gelegenheit haben,
die heute nur fliichtig skizzierten Bemerkungen iiber
Riemanns Wirkungen etwas naher auszufiihren.
Heute mochte ich mir noch ein paar kurze Worte
gestatten iiber die Frage, wie RigMANN auf un-
seren ganzen wissenschaftlichen Betrieb gewirkt
hat, und insbesondere, was RIEMANN fiir uns hier
in Gottingen bedeutet.

Wir haben vorhin gehort, wie durch den Ein-
flul von Jacomi sich in der ersten Hilfte des
19. Jahrhunderts in den meisten deutschen Uni-
versititen das Niveau des mathematischen Be-
triebes hob. Auch in Géttingen vollzog sich eine
solche Entwicklung. Allerdings hat Gauss, der
seit Beginn des Jahrhunderts hier als Professor und
Direktor der Sternwarte lebte, daran kaum einen
Anteil; er hielt sich von dem eigentlichen Unter-
richt fast ganzlich fern. So kénnen wir von dem
Beginn einer hoheren Unterrichtstradition in
Gottingen erst im Zusammenhange mit der Be-
rufung von DiricHLET als Gaussens Nachfolger
sprechen (1855). DiIricHLET, ebenfalls durch die
Pariser Schule gegangen, dann vermége Huwm-
BoLDTs Einflufl erst nach Breslau und bald nach
Berlin berufen, vertrat wie Jacos1 das Prinzip der
Verbindung von Forschung und Lehre. Er war
mehr eine stille, feine Gelehrtennatur, nicht stiir-
misch und gewalttitig sich durchsetzend wie
Jacos1, aber seine Eigenart ist doch so groB,
daB er gegeniiber der eigentlichen Jacomischen
Schule mit dem tibersteigerten Spezialstudium der
elliptischen Funktionen, in Gottingen eine eigene
und neue Unterrichtstradition zu schaffen begann,
in deren Mittelpunkt ein Kursus von Vorlesungen
iber mathematische Physik, partielle Differential-
gleichungen und Zahlentheorie stand. Es war
allerdings nicht das Gros der Studenten, welche
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diesen Vorlesungszyklus horten. Fir die grofe
Menge wurden von ULRICH und STERN elementare
Vorlesungen gehalten. Aber doch haben DIRICH-
1ETs Vorlesungen eine nachhaltige Wirkung auf
den Unterrichtsbetrieb der spiteren Zeit ge-
wonnen, obwohl DiricuLET sehr bald starb, noch
bevor diese Tradition Wurzel fassen konnte, Rig-
MANN, DiricaLETs Nachfolger im Amt, der schon
wahrend seines Berliner Aufenthaltes stark von
dem ihm innerlich verwandten DiricHLET be-
einfluft war, schien wie kein anderer geeignet,
auch als Lehrer den Platz von DIRICHLET einzu-
nehmen. Was aus unvollkommenen Nachschriften
und unvollkommenen Ausarbeitungen von Rie-
MANNs Vorlesungen itiber mathematische Physik
erhalten worden ist, zeigt uns, in wie wunder-
barer und tiefer Weise RIEMANN im Begriffe war,
die DiricHLETsche Tradition fortzusetzen wund
weiterzubilden, immer unter dem Gesichtspunkt
der Einheit von Mathematik und Physik. Aber
dem allen wurde durch Riemanns Tod ein jidhes
Ende bereitet.

Es dauerte viele Jahre, bis unter der Fiithrung
von Ferix Kiein auf Diricarer-Rizmannscher
Grundlage neu dasjenige entstand, was wir heute
als unsere Goéttinger Tradition betrachten.

Als Leitmotiv dieser Krginschen Bestrebungen
darf ich die Forderung bezeichnen, daf bei allex
Pflege der Einzelheiten niemals der Blick auf das
Ganze verloren werden darf, dal das BewuBtsein
von der Einheit der Wissenschaft in Forschung
und Lehre lebendig bleiben muB.

Gewil3, wir konnen die Tatsache nicht riick-
gangis machen, daB die Wissenschaften sich ver-
zweigt haben, daB Physik, Astronomie und Mathe-
matik nicht mehr von einem Geiste reprasentiert
werden kénnen. Wir vermégen das ebensowenig
zu andern, wie wir imstande sind, die fur die
menschliche Kultur so verhingnisvolle Entwick-
lung des Verkehrswesens zuriickzuschrauben. Aber
was wir hier in unserem Gottinger Kreise tun
kénnen und zu tun bestrebt sind, das ist, in enger
briiderlicher Fiihlung alle miteinander, Physiker,
Mathematiker, Astronomen, in gegenseitigem Ver-
standnis und gegenseitiger wissenschaftlicher Hilfs-
bereitschaft die Idee von der Einheit der Wissen-
schaft zu bewahren und unseren Studenten zu
iibermitteln. Ich hoffe, daf3 Sie, meine Herren,
aus den Tagen dieses Ferienkursus einen Eindruck
von dieser Art, die Riemawnsche Tradition auf-
rechtzuerhalten, mit sich nehmen werden,

Besprechungen,

SCHOTY, GERHARD, Geographie des Atlantischen
Ozeans. 2. vollstandig durchgearbeitete und er-
weiterte Auflage. Hamburg: C. Boysen 1926. XVI,
368 8., 1 Titelbild, 27 Tafeln und 115 Textfiguren.
20 X 28 cm. Preis RM 35.—.

Die erste 1912 erschienene Auflage dieses grund-
legenden Werkes wurde allgemein als ein vollig neu-
artiges Unternehmen von bahnbrechender Bedeutung
begriit, weil hier zum ersten Male die Grundsitze

landerkundlicher Darstellung auf einen Ozean zur An-
wendung gebracht wurden. In der geographischen
Literatur wird zwar in- herkéramlicher Weise bei der
Bebandlung der allgemeinen Erdkunde auch die
‘Wasserhiille der Erde, insbesondere die statischen und
dynamischen Verhaltnisse des Meerwassers berfick-
sichtigt, aber wir besaBen vor ScrHort noch keine
Monographie eines der groBen Ozeane, die ihn als
landerkundliches Objekt betrachtet und die einzelnen
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Uber die allgemeine Bedeutung des mathematischen Denkens?,

Von R. CouranT, Géttingen.

Unter den Bezirken wissenschaftlichen Denkens
nimmt die Mathematik sicherlich eine Sonderstel-
lung ein. Trotz ihrer engen Verkniipfung mit den
Naturwissenschaften ist sie doch keine von diesen;
mathematische Objekte sind nicht Naturphinom-
mene, sondern gehdren dem Bereiche des Geistigen
an. Aber noch weniger darf man die Mathematik
zu den Geisteswissenschaften zihlen, denen bei
aller Willkiir der Abgrenzung und bei aller Viel-
gestaltigkeit der Gegenstinde und Methoden doch
eines gemeinsam ist: die Einstellung auf den Men-
schen als geistige Personlichkeit. Nichts liegt dem
mathematischen Denken ferner als eine solche
Einstellung: es strebt vielmehr zur Erkenntnis
absoluter, vom Ich losgelSster Wahrheit und ver-
korpert diese vom Menschlich-Personlichen fort-
gerichtete Tendenz schroffer als jede der Natur-
wissenschaften.

Vielleicht liegt hierin eine der tiefsten Ur-
sachen fiir den Mangel an Popularitit und die
auBerordentliche Verschiedenheit der Wertschit-
zung, welche die Mathematik bei verschiedenen
Menschen, Volkern und Zeiten genieB8t. Unberiihrt
von solchen Schwankungen hat die mathematische
Wissenschaft durch Jahrtausende ihre ungebrochene
Lebenskraft und Fruchtbarkeit bewiesen. Aber
wenn wir in dem heutigen krisenhaften, von Span-
nung erfiilllten Zustande des geistigen Lebens uns
iiber die allgemeine Bedeutung des mathematischen
Denkens Rechenschaft geben wollen, so diirfen wir
uns nicht mit einem solchen Hinweis auf die stolze
Vergangenheit begniigen.

‘Wir miissen trachten, die Motive und Ziele des
mathematischen Denkens selbst in ithren Grund-
ziigen zu erfassen, Dieser Aufgabe will ich heute
zu dienen versuchen und dabei an die historische
Entwicklung ankntipfen.

So wenig Zufall und Mode im einzelnen aus
dem geschichtlichen Entwicklungsproze8 der Mathe-
matik ausgeschaltet erscheint, so deutlich offen-
bart sich doch die innere Notwendigkeit und Kon-
sequenz des mathematischen Denkens, wenn man
die groflen Linien des geschichtlichen Werdens
betrachtet. Charakteristisch hierfiir ist schon die
antike oder genauer die griechische Mathematik.
Die Intensitat und zeitliche Konzentration dieser
groBartigen Leistung griechischen Geistes fordert
noch heute unsere Bewunderung heraus und bietet
der historischen Forschung immer neue Probleme

1 Vortrag, gehalten bei der Tagung Deutscher
Philologen und Schulmanner, Goéttingen, September
1g27.
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und Einsichten in das Wesen wissenschaftlicher
Entwicklung iiberhaupt. Mathematisches Denken
an sich ist wohl ebenso alt wie menschliche Kultur.
Schon die einfachsten Fragen des Messens und die
néachstliegenden Probleme der Zeitrechnung dring-
ten zu mathematischen Begriffsbildungen. Aber
trotz allen solchen Ansitzen beiden verschiedenen
Kulturvolkern des Altertums haben doch erst die
Griechen aus der Mathematik eine Wissenschaft
gemacht, die um ihrer selbst willen, aus der Freude
an der absoluten Erkenntnis heraus betrieben
wurde und losgelost von urspriinglichen Anlassen
und praktischen Zwecken ihre eigene Bedeutung
hat. In erstaunlich kurzer Zeit haben die griechi-
schen Denker den Weg gefunden, der von der Not-
wendigkeit quantitativer Betrachtungen im tag-
lichen Leben bis zur freien Souverinitit der reinen
mathematischen Begriffsbildung fithrt, wie sie
ihren klassischen Ausdruck in Euklids Elementen
findet. Hier ist der Zusammenhang mit der physi-
schen Realitit sozusagen vollig gelost; auf dem
Boden der Axiome, deren Geltung auBer Dis-
kussion bleibt, wird in logisch zwingender Weise
das Gebaude errichtet, das noch nach Jahrtausen-
den als Musterbeispiel mathematisch strenger
Form seine unmittelbare Wirkung behauptet hat
und dessen Inhalt bis in die jiingste Zeit hinein
den mathematischen Schulunterricht in der gan-
zen Welt entscheidend bestimmte.

Zweifellos filhrte die Entwickelungslinie im
Altertum von der konkreten lebensnahen, stoff-
gebundenen, angewandten Mathematik erst schritt-
weise zu Verallgemeinerung und Abstraktion, zur
reinen auskrystallisierten mathematischen Form,
Mit vollstandiger Liickenlosigkeit und Klarheit je-
doch kénnen wir diese Entwickelungstendenz erst
in der neueren Mathematik verfolgen, wenn wir
auch als handelnde Personen in ihr nur schwer
eine objektive Haltung gewinnen kénnen. Wih-
rend bei der griechischen Mathematik, wie sie
uns heute in der perspektivischen Verkiirzung
erscheint, als erstes die axiomatische Strenge
der Form und die bewufte Entfernung von den
Anwendungen frappiert, beginnt die neue, nach
langen und langsam sich auswirkenden Vorberei-
tungen im siebzehnten Jahrhundert mit unwider-
stehlicher Macht einsetzende Entwicklung ganz
am anderen Ende. Lebensvollste Verflechtung
physikalischer, astronomischer, .technischer Ge-
danken und Probleme mit der Mathematik ist
Selbstverstandlichkeit; die Wechselwirkung aller
dieser Wissenschaften ist die reichste Quelle fiir.
den sich entfaltenden Strom der modernen Analysis.

7
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Getragen von einer kleinen Schar genialer
universeller Geister, denen nichts ferner lag als
Spezialistentum oder gar Beschrankung auf reine
abstrakte Mathematik, eroberte das mathematische
Denken wie in einem Sturm der Ekstase einen bis
dahin unerhért groBen neuen Machtbereich, dem
gegentiber der Bezirk der antiken ,,elementaren‘’
Mathematik winzig erscheinen mufite,. Was nach
der entscheidenden Pionierarbeit von Mannern, wie
DEescARTES, FErRMAT, BaArRrRow, NEwTON und
Lremniz durch die nachsten Generationen bis
zum Ende des achtzehnten Jahrhunderts zutage
gefordert wurde, insbesondere die Leistungen
von LEonHARD EULER, das sind Schitze, die
bis heute noch nicht voll ausgemiinzt werden
konnten.

Aber dieser grofle VorstoB des expansiven
mathematischen Denkens hatte schlieBlich ins
Leere verpuffen und in sich zusammenbrechen
miissen, wenn er nicht seine Ergénzung hitte fin-
den kénnen in einer gewaltigen Arbeit der Selbst-
besinnung und Konsolidierung durch eine Ent-
wickelung, welche auch die moderne Mathematik
wieder dem griechischen Ideal der krystallisierten
axiomatischen Wissenschaft anndherte. Zwischen
der begrifflich-gedanklichen Durchdringung und
dem rasch wachsenden Inhalt der mathematischen
Wissenschaft klaffte vom Beginn der Differential-
und Integralrechnung an ein anscheinend un-
tiberbriickbarer Abgrund. Die produktive Phan-
tasie genialer Forscher, die mit sicherem Instinkt
ihren Weg auch durch Dunkelheit und Nebel chne
den Kompaf3 wohlbegrimdeter Methodik fanden,
1oste sich vom Boden klassischer Strenge, ange-
feuert von der Fiille der Anwendungen und Er-
gebnisse. Zweifel und Kritik wurden abgetan
wie mit den beriihmt gewordenen Worten von
p’ALEMBERT: ,,Allez, Monsieur, allez, et la foi vous
viendra.”” Der Zauber der unendlich kleinen Gro-
fen iibte trotz oder vielleicht gerade wegen seiner
Unklarheit eine suggestive Kraft aus. Und doch
war der kritische mathematische Geist, der vom
Fiihlen und Glauben zum Wissen und Verstehen
dringt, nie ganz eingeschlafen. Er mufite sein
Recht immer entschiedener fordern, je deutlicher
die scheinbaren Widerspriiche hervortraten, welche
das skrupellose Operieren mit dem Begriffe des
Unendlichen mit sich brachte, und je mehr die
neue Mathematik auf der anderen Seite aufhérte,
Angelegenheit einer kleinen Gruppe instinktsiche-
rer Geister zu sein.

Es ist wohl kein Zufall, daB der Umschwung
der mathematischen Einstellung von der naiven
Produktivitdt zur strengen Wissenschaftlichkeit
zeitlich parallel geht mit den groBen Umwilzungen,
welche die européische Welt seit dem Beginn der
franzosischen Revolution in geistiger und sozialer
Hinsicht durchmachte.

Bis dahin waren im achtzehnten Jahrhundert
die Trager des mathematischen Lebens vielfach
Mitglieder der hofischen Akademien gewesen, fast
niemals Lehrer an den Universititen. Das Brief-
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schreiben war ein Hauptmittel des Gedanken-
austausches; Fachzeitschriften existierten nicht,
und abgesehen von den Akademieabhandlungen
bestand die ganze Literatur aus wenigen grund-
legenden Werken, voran den Biichern von EULER.
Die Mathematik an den Universitaten blieb in
ihrem Niveau weit hinter diesen Werken zuriick.
Selbst ein Geist wie Kant, dessen Wirken so
starke Beziehungen zu mathematischen Dingen
hatte, war von einer wirklichen Xenntnis des
mathematischen Standards seiner Zeit weit ent-
fernt.

In dem Augenblick aber, wo mit der Befreiung
und materiellen Hebung der unteren und mittleren
sozialen Schichten eine breitere Masse sich um
wissenschaftliche Bildung zu bemiihen beginnt,
andert sich das Bild. Rasch ergibt sich der fir
das wissenschaftliche Leben des modernen Europa
so charakteristische enge Kontakt zwischen For-
schung und Lehre, Fir die mathematisch-natur-
wissenschaftlichen Facher wird er zum erstenmal
in vorbildlicher Weise an der Ecole Polytechnique
in Paris hergestellt, tragt dort weithin sichtbare
glinzende Friichte und stellt sich daon auch in
Deutschland nach dem Vorgange der klassischen
Philologie ein.

Entscheidend in Deutschland wird hierfiir die
Neuordnung des héheren Schulwesens und die da-
mit zusammenfassende Schaffung des Oberlehrer-
standes, fiir welche eine grindliche auf der Hohe
der Zeit stehende wissenschaftliche Durchbildung
gefordert wird. An der Aufgabe der Oberlehrer-
ausbildung entfalten sich ganz neue Notwendig-
keiten und Moglichkeiten des Universititsunter-
richtes. Das Niveau des Universititsbetriebes
steigt rapid, und in dem Oberlehrerstande ent-
steht ein verhiltnismaBig grofles mathematisches
Publikum, aus dessen Mitte bald wieder Forscher
hohen Ranges hervorgehen; so ist diese wechsel-
seitige Wirkung zwischen Forschung und Lehre
bis heute in der Mathematik der wichtigste Hebel
des Fortschrittes geblieben. Zu den Oberlehrern
treten bald die Ingenieure in rasch wachsender
Zahl, und damit entsteht neuer starker Bedarf
nach solider mathematischer Hochschulausbil-
dung.

Eine solche Verbreiterung der héheren mathe-
matischen Bildung forderte systematische Grund-
lagen und klare Grundbegriffe. Genialer Instinkt,
der schliefllich auch iiber logische Liicken zu
richtigen Zielen fiihrte, ist kein lehrbares und
lernbares Massengut. So hitten allein diese du-
Beren Griinde die Bemiihungen der Mathema-
tiker stirker auf die Grundlegung und Kon-
solidierung der Analysis lenken miissen, wenn
nicht schon von selbst die innere Tendenz
der Wissenschait diesen Weg mit zwingender
Notwendigkeit vorgezeichnet hitte. In der Tat
tritt seit dem Ende des achtzehnten Jahrhun-
derts neben die immer weiter fortschreitende
inhaltliche Ausgestaltung der mathematischen
Wissenschaften die zielbewuBte Arbeit an den
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Fundamenten. Der vollige Erfolg dieser Bestre-
bungen ist ein Hauptmerkmal fiir die Fortschritte
der Mathematik im neunzehnten Jahrhundert.
Zunichst war die wichtigste Aufgabe, die neue
Analysis, d.h. die Differential- und Integralrech-
nung und ihre weiteren Konsequenzen von aller
Mystik des Unendlich-Kleinen zu befreien. Die
klare Herausarbeitung des Grenzwertbegriffes er-
wies sich rasch als vollig ausreichende und trag-
fahige Grundlage des ganzen Gebidudes. Man blieb
aber bei diesem schon im wesentlichen von
Cavucnay erreichten Standpunkt nicht stehen;
man legte die Fundamente tiefer und gelangte
erst zu einem gewissen Abschlufl, als es vor
allem durch die Bemiithungen von WEIERSTRASS
gelungen war, die moderne Analysis als ein
System von Definitionen, Axiomen und Be-
weisen darzustellen, wie die euklidische Geo-
metrie, unabhingig von Physik und Technik
und anderen Anwendungen. Kurzum, fiir die
neue gréBere Welt der Analysis wurde prin-
zipiell der Standpunkt der klassischen grie-
chischen Mathematik wieder erreicht.

Aber auch hierin erschopft sich keineswegs die
kritische Leistung der neuesten Epoche. Zwei
weitere mit der geschilderten und miteinander ver-
flochtene Entwickelungslinien haben zu einer
noch wesentlich vertieften Einsicht in die Grund-
lagen und das Wesen mathematischer Zusammen-
hiange gefiihrt. Beide beriihren sich mit philoso-
phisch-erkenntniskritischen Fragestellungen nach
dem Wesen der Giiltigkeit mathematischen Den-
kens iberhaupt. Ich meine hier einmal die all-
gemeine Mengenlehre, die erst in der zweiten
Halfte des neunzehnten Jahrhunderts von G. CaN-
TOR begriindet wurde und mit ihren allgemeinen
Aussagen und Methoden zunidchst auch in weiteren
Kreisen der Mathematiker auf verstindnislose Ab-
lehnung traf. Thr Ziel ist die Klarung des Begriffes
des Aktual-Unendlichen (d.h. der aus unendlich
vielen Dingen bestehenden Gesamtheiten), soweit
er in der Mathematik eine Rolle spielt. Heute
kann man sagen, dafl die durchschlagenden neuen
Ideen dieser Mengenlehre die ganze theoretische
Mathematik durchdrungen haben und neues Licht
auch iiber verhaltnismafBig elementare Gegen-
stiande verbreiten, so daB3 heute ein Mathematiker
ohne Kenntnis der Mengenlehre kaum denkbar
erscheint. DaB die Mengenlehre tiber die Fach-
kreise weit hinaus das Interesse auf sich gelenkt
hat, insbesondere das der Philosophen, ist natiir-
lich. Denn in ihr ist die Trennungslinie zwischen
dem eigentlichen mathematischen Gegenstand und
dem allgemeinen Objekt erkenntniskritischer und
logischer Untersuchung schwer zu ziehen. Die
Paradoxien, welche mit dieser Schwierigkeit der
Grenzsetzung zusammenhidngen, bilden noch bis
heute eines der ernstesten Probleme der Grund-
lagenforschung. Thre Losung erfolgt von der
mathematischen Seite her auf Grund der mo-
dernen axiomatischen Methode, und damit kom-
men wir zu dem Thema, welches den Inhalt

Courant: Uber die allgemeine Bedeutung des mathematischen Denkens. 91

der zweiten oben genannten Entwicklungslinie
ausmacht.

Erst diese Methode der Axiomatik riihrt an die
tiefsten Wurzeln des mathematischen Denkens und
stellt das Wesen des Mathematischen vollig klar
heraus. Sie ist sicherlich die reifste Frucht auf
dem Boden rein mathematischer Erkenntnis, und
ich sage nicht zuviel damit, daB3 viel spiteren Ge-
nerationen die heutige axiomatische Methode
ebenso als die Krystallisation der neueren Mathe-
matik erscheinen wird, wie Euvkrips Elemente der
konzentrierte Ausdruck des griechischen mathema-
tischen Denkens gewesen sind. Wir in Gottingen
diirfen stolz darauf sein, dafl der Euklid unserer
Zeit Davip HiLBerT heilt und in Géttingen wirkt.

Die moderne Axiomatik nimmt historisch ihren
Ausgang von der nichteuklidischen Geometrie,
Schon im Altertum war es aufgefallen, da unter
den geometrischen Axiomen, die EUKLID aufstellt,
eines eine Sonderstellung einzunehmen schien, das
Parallelenaxiom, welches besagt: in einer Ebene
gibt es zu einer Geraden durch einen auBerhalb
von ihr liegenden Punkt eine und nur eine Paral-
lele. Man hat das Gefuhl, dafl diese Aussage kein
echtes Axiom sei, sich vielmehr aus den anderen
heraus mathematisch beweisen lassen miifite. Doch
alle Versuche zn solchen Beweisen, insbesondere
die im achtzehnten Jahrhundert gemachten An-
strengungen, erreichen zwar Nebenresultate von
groflem Interesse, aber nicht das gesteckte wirk-
liche Ziel. Erst im neunzehnten Jahrhundert fand
das Parallelenproblem eine ebenso kithne und iiber-
raschende wie vollstindige Losung durch die un-
abhangigen Untersuchungen von LOBATSCHEWSKI
in Kasan und Borvarl in Budapest, denen der ein-
same (GAUSS in seinen von ihm niemals verdffent-
lichten Gedankengidngen schon vorausgeeilt war.
Man kann den Grundgedanken dieser Unter-
suchungen folgendermaBen fassen: Wenn das
Parallelenaxiom beweisbar ist, dann muf3 die An-
nahme seiner kontridr entgegengesetzten Aussage
zu einem Widerspruch fiithren. LaBt sich jedoch zei-
gen, dal eine solche dem Parallelenaxiom wider-
sprechende Aussage nicht im Widerspruch zu den
iibrigen Axiomen der Geometrie steht, so ist be-
wiesen, dal3 es aus diesen nicht folgen kann, daB
es also von den iibrigen Axiomen unabhingig ist.
Um nun diesen Widerspruchslosigkeitsbeweis zu
fiihren, baut man sich eine Geometrie auf, d. h.
ein System von Beziehungen zwischen Punkten,
Geraden usw., fiir welches alle Verkniipfungs-
axiome auBer dem Parallelenaxiom erfiillt sind,
dieses letztere aber gerade nicht. Wenn dieser
Aufbau in einer widerspruchsfreien Weise gelingt,
dann ist damit der Unabhangigkeitsbeweis er-
bracht. In der Tat konnten die genannten For-
scher den Aufbau einer solchen Geometrie durch-
fithren und haben damit die alte Frage endgiiltig
beantwortet. Dies war in mehr als einer Hinsicht
eine beinahe revolutionierende Wendung, die sich
gegentiiber den natiirlichen Trigheitswiderstdnden

?*
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erst langsam auswirken konnte. Zum ersten Male
war hier klar das Problem geldst, die logische Un-
abhingigkeit verschiedener Tatsachen voneinander
streng zu beweisen, und damit eréffnen sich ganz
neue ~grundsitzliche Méoglichkeiten. Voll ausge-
schopft wurden diese erst mach Jahrzehnten in
den beriihmten ,,Grundlagen der Geometrie’* von
HirBERT, wo fiir das ganze Axiomensystem der
Geometrie die Frage nach dem Zusammenhang
bzw. der gegenseitigen Abhéngigkeit oder Un-
abhingigkeit der Axiome in prinzipiell derselben
Weise gelost wird, wie es vorher nur im Hinblick
auf das Parallelenaxiom geschehen war.

Aber die HiLBeRrTsche Axiomatik fithrte noch
einen wesentlichen Schritt weiter; sie beantwortete
nicht nur die Frage nach den Zusammenhéngen
der geometrischen axiomatischen Aussagen, son-
dern sie warf auch die viel tiefer gehende Frage
nach der logischen = Widerspruchslosigkeit der
Awxiomensysteme auf, eine Frage, die viel ent-
schiedener mit philosophisch-grundsitzlichen Ein-
stellungen zusammenhingt als alles, was bis da-
hin in der Mathematik zutage getreten war. Wenn
die mathematischen Tatsachen und insbesondere
die Axiome im landliufigen Sinne ,,richtig* sind,
wenn sie irgendeine Art objektiver, naturhafter
,,Geltung® haben, dann ist ja offenbar eine solche
Frage ganz sinnlos. Zwischen tatsdchlich be-
stehenden Sachverhalten einer objektiven Sphire
konnen doch selbstverstindlich keine Widerspriiche
bestehen. Wenn man daher an der These der
Kantschen Philosophie allzu wortlich festhalt und
in den Axiomen der Mathematik die Beschreibung
objektiver Sachverhalte in einer Sphéare der reinen
Anschauung erblicken will, so bleibt fiir die Hir-
BERTsche Fragestellung kein Raum. Ahnliches gilt
fiir den gerade neuerdings mit groBer Intensitdt
verfochtenen sog. ,,intuitionistischen® Standpunkt.
Auch nach ihm bringt die Mathematik Gegenstinde
einer rein anschaulichen Sphéare zur Darstellung
und soll mit schéarfster Rigorositit alles ver-
bannen, was nicht in eine gewisse aus einer solchen
Einstellung heraus aufgestellte Glaubenslehre
hineinpaft.

Kein Zweifel, daB die Aufrechterhaltung oder
der Sieg dieses Standpunktes gleichbedeutend mit
der Vernichtung der Mathematik oder doch wenig-
stens sehr groBer und absolut lebenswichtiger Teile
von ihr wire und daB auch in sich genommen
dieser Standpunkt trotz der Suggestivkraft seines
heutigen genialen Verfechters unhaltbar ist. Das
Problem der Geltung und Richtigkeit mathemati-
scher Aussagen ist nicht so einfach durch den Hin-
weis auf die Intuition zu beantworten. Schon die
nichteuklidische Geometrie zeigte das.. Hatte
KANT etwas von ihr wissen kénnen, so wiirde die-
ses Wissen sicherlich nicht ohne Einflu3 auf seine
Gedankengange und Formulierungen geblieben
sein, und jedenfalls geht es nicht an, die nicht-
euklidische Geometrie als zwar logisch wider-
spruchsfrei, aber objektiv falsch fir die sog.
s, AuBenwelt” abzutun, um damit die These
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von KaNT zu retten. Dies ist um so weniger
iiberzeugend, als die. Vorstellungen und Tatsachen
der nichteuklidischen Geometrien sich weitgehend
bei der Beschreibung von Naturphanomenen und
anderweit bewahrt haben.

HirsBerT hat die angedeuteten, in der Frage
nach dem Wesen des Mathematischen wurzelnden
Schwierigkeiten durch eine Konzeption von gréf-
ter Kiihnheit und Tragweite iiberwunden, indem
er auf den. gedanklichen Vorarbeiten fullte, die
von DEDEKIND u. a. in der Klarung des Zahlbe-
griffes und anderer Grundfragen geleistet worden
war. Das Problem der objektiven Giiltigkeit mathe-
matischer Aussagen wird dadurch gelost, da diese
Frage an sich als sinnlos und sinnwidrig erkannt
wird. Reine mathematische Begriffe lassen sich
nicht definieren, sie haben schliefilich keinen
anschaulich aufweisbaren gegenstindlichen Sinn
an sich, sondern sie gewinnen erst diesen Sinn durch
ihre wechselseitigen Beziehungen, welche durch die
Axiome festgelegt werden. Durch das eigentim-
liche, ebenfalls einer niheren Analyse und Charak-
terisierung fihige mathematische SchlieBen erhilt
man auf dieser Grundlage ein Gewebe von mathe-
matischen Zusammenhédngen, welches die mathe-
matische Theorie ausmacht. Die Frage nach der
Giltigkeit der mathematischen Theorie fiir die
physikalische Welt ist lediglich damit gleichbe-
deutend, ob das gewonnene Netz von Begriffen
und Zusammenhangen zur Darstellung der Tat-
sachen jener Naturwelt paft oder nicht. Eine
Frage, die trotz ihrer entscheidenden Wichtigkeit
anBerhalb des eigentlichen rein mathematischen
Bezirkes bleibt. Wenn nun aber die mathemati-
schen Begriffe in sich keine sachliche, objektive
Realitat besitzen, die sich durch Aufweisung inner-
halb einer rein anschaulichen Sphire fassen 148t,
so gewinnt das Problem der Widerspruchslosigkeit
eine eminente Bedeutung. Man kann geradezu
sagen, dall an Stelle der objektiven Realitit die
Widerspruchsfreiheit der Axiome tritt und daB
man als Grundproblem einer mathematischen Dis-
ziplin den Nachweis dieser Widerspruchsfreiheit
anzusehen hat, d. h. den Beweis, daf3 aus den
betreffenden Axiomen durch mathematisches
Schliefen niemals widersprechende Aussagen ge-
wonnen werden kénnen. Das erste Beispiel, an
welchem ein solches Problem in Angriff genommen
wurde, waren naturgemil die Grundlagen der
Geometrie.

Hier wurde der Beweis gefithrt, indem man
zeigte, da3 ein Widerspruch in den Grundaxiomen
der Geometrie einen Widerspruch in den Axiomen
der Arithmetik nach sich ziehen mii3te; von diesen
letzteren aber setzte man zunichst ohne weiteren
Beweis die Widerspruchslosigkeit voraus. Erst in
neuester Zeit ist es HILBERT gelungen, durch kon-
sequente Ausgestaltung des eben angedeuteten
Grundgedankens das Problem der Widerspruchs-
freiheit auch fir die Arithmetik und iiberhaupt
fir die ganze Mathematik anzugreifen. Ich muf
mich hier mit einer blofen Andeutung begniigen.
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Die HirBrrrsche Theorie, deren Problem fiir
den oberflichlichen Betrachter beinahe an die
Aufgabe erinnert, sich selbst am Schopife aus
dem Sumpf zu =ziehen, beruht auf {olgenden
Schritten:

Zunichst wird der inhaltliche Bestand der be-
treffenden mathematischen Disziplin, etwa der
Zahlentheorie, auf ein System von Axiomen zu-
riickgefithrt und deren Aussagen vollstindig for-
malisiert, d.h. ibrer inhaltlichen Bedeutung ent-
kleidet und lediglich als gegenseitige Beziehungen
zwischen Symbolen gedeutet. Diese Beziehungen
sowie die Regeln und Schemata des mathemati-
schen Schliefens werden in einer symbolischen
Zeichensprache ausgedriickt, einer Begriffsschrift,
die keine Worte und Sitze mehr kennt, wie sie
einst LrisNiz vorgeschwebt hatte. Nunmehr 146t
sich jeder mathematische Beweis umschreiben in
ein Schema solcher mathematischer Symbole. Die
Untersuchung dieser Schemata oder Beweéisfiguren
nennt HiLBERT die Metamathematik. Ein Wider-
spruch in den Axiomen der betreffenden Disziplin
miilte in einem solchen Beweisschema einen
direkt aufweisbaren formalen Ausdruck finden.
Nun kann man diese Beweisfiguren als anschau-
lich unmittelbar aufweisbare greifbare Gegen-
stande auf ihre Struktur hin untersuchen, und eine
solche Untersuchung ist tatsichlich imstande, den
Widerspruchslosigkeitsbeweis zu fithren, d.h. zu
zeigen, daf gewisse, einen Widerspruch zum Aus-
druck bringende Strukturen in diesem Schema
unmdglich sind. Wir sehen also, dafl die HitBERT-
sche Beweistheorie das anschauliche Element aus
der Mathematik keineswegs ausschaltet; im Gegen-
teil, es kommt ihm die héchste Bedeutung zu; nur
wird es im Gegensatz zu dem Intuitionismus in eine
andere Schicht verlegt; nicht die Gegenstinde der
mathematischen Aussagen sind anschaulich auf-
weisbar, sondern die in der Beweistheorie schema-
tisch - dargestellten mathematischen Zusammen-
hinge, und ihre Untersuchung ist also unmittel-
bar durch Operieren in der anschaulichen Sphire
moglich. So bleibt gewissermaflen die HILBERT-
sche Theorie durchaus im Rahmen einer kritisch-
idealistischen philosophischen Einstellung,

Ich bin fest davon iiberzeugt, daBl diese Theorie,
die Hirsert mit weitgehender Unterstiitzung
seines Mitarbeiters BERNAYS entworfen hat und
deren Ausarbeitung im einzelnen noch ein schweres
Arbeitsprogramm .in sich birgt, eine noch nicht
absehbare Bedeutung fiir die allgemeine philoso-
phische Frage nach dem Wesen menschlicher Er-
kenntnis besitzt.

Uberblicken wir noch einmal den langen Weg,
der von den mathematischen Anfingen zu diesen
Gefilden héchster Abstraktion fiihrt, so tritt uns
deutlich die allgemeine Entwickelungstendenz
mathematischen Denkens vor Augen. Am Anfang
das konkrete, individuelle, sehr haufig den Anwen-
dungen entstammende Problem, und von dort aus
ein allmahliches Aufsteigen zu immer groéBerer
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Allgemeinheit und methodischer Reinheit, bis
schlieBlich der stoffliche Einzelinhalt abgestreift
ist und nur noch auskrystallisierte mathematische
Form iibrigbleibt. Die dionysische Phase einer
mathematischen Disziplin geht allmahlich in die
apollinische iiber. Dieser Prozel des Sublimierens
und der Verschiebung des Interesses vom Kon-
kreten zum Abstrakten hin ist der natiirliche
innere Rhythmus, nach welchem sich im kleinen
und im groBen mathematisches Denken voll-
ziechen muB, unerbittlicher und radikaler als in
anderen Gebieten des geistigen Lebens und
der Kunst.

Es liegt hierin eine der Hauptquellen fiir immer
neue Kraftentfaltung. Mit jeder Stufe, die man
in einem solchen Verallgemeinerungsproze héher
steigt, 6ffnen sich neue Zusammenh#nge vor bisher
Getrenntem; Probleme, die vorher unangreifbar
schienen, weil man nicht verstand, das stofflich
Zufallige vom innerlich notwendigen begrifflichen
Kern zu sondern, werden auf die einfachste Art
16sbar. Der vorhandene Bestand der Wissenschaft,
vielleicht schon in Gefahr, in Einzelheiten aus-
einanderzufallen, erfihrt Vereinfachung und Zu-
sammenraffung. Zu den Ausgangspunkten der
Entwicklung und zu den Anwendungen zuriick
ertffnen sich dem riickschauenden Blick neue ein-
fache Wege und Mittel der Beherrschung.

Aber es ist nicht zu leugnen, daBl in der all-
gemeinen, auf fortschreitende Abstraktion zielen-
den Tendenz auch ein nicht geringes Gefahren-
moment liegt. Das vom harten Stoff der Wirk-
lichkeit unbeschwerte Gedankenspiel der reinen
Abstraktion iibt auf viele Gemiiter einen unwider-
stehlichen Zwang aus und 148t zuweilen vergessen,
daB letzthin alle Mathematik mehr oder weniger
unmittelbar aus dem Konkreten herausgewachsen
ist und die Verbindung mit dem konkreten Stoffe
des Lebens nicht verlieren darf, wenn die Wissen-
schaft als Ganzes in einem solchen Entwicke-
lungsproze8 mnicht zu reiner lebensferner Form
erstarren will. Der mathematischen Wissenschaft
als solcher darf man heute in dieser Hinsicht
eine so glickliche Prognose stellen wie jemals:.
Neue triebkriaftige lebendige Probleme werden
heute in groBer Zahl von Physik, Technik und in
wachsendem MaBe auch von der Biologie der Mathe-
matik gestellt. Das Bedirfnis nach mathematischer
Durchdringung dieser Wissenszweige ist in raschem
Steigen begriffen. Es ware ein Ungliick, wenn die
berufenen Vertreter der Mathematik ihren Blick
von diesem groBen, aus den Anwendungen heraus-
wachsenden Aufgabenkreise abgewandt halten und.
ihn allzu starr nach der einen Seite der Abstrak-
tion hin richten wollten. Sie wiirden in einer not-
wendig entstehenden Reaktion durch eine anders
geartete Schicht verdringt werden, die vielleicht
allzu ausschlieBSlich nach der Seite der Anwendun-
gen und der ZweckmiBigkeit hin orientiert ist.
Manches von dem erreichten wissenschaftlichen
Standard und die Kontinuitit der Entwickelung
wiirde dann bedroht sein. Wir sind heute vielleicht
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ini héherem MaBe als frithere Generationen mit de-
Verantwortung dafiir belastet, daB zwischen theo-
retischer und angewandter Betrachtungsweise in
der ‘Mathematik ein gesundes Gleichgewicht her-
gestellt und aufrechterhalten wird.

Ich kann an dieser Stelle nicht anders als hur
sehr allgemein und skizzenhaft die Probleme und
Sorgen kennzeichnen, welche uns Mathematiker
bewegen. Aber ich darf es nicht unterlassen, vor
diesem Kreise noch eine Frage zu beriihren, welche
scheinbar mit der Mathematik ald Wissenschaft
nichts zu fun hat und doch so eng an ihren Lebens-
nerv greift; ich meine das Problem: Mathematik
und Schule. Ich kenne diese Frage zwar aus eigener
Erfahrung nur als leidendes Objekt, nicht als han-
delndes Subjekt und fithle mich nicht dazu be-
fugt,” iiber Einzelheiten zu sprechen; aber ich
weill wohl, welche Fortschritte und Umwalzungen
des mathematischen Schulwesens seit meiner Schul-
zeit durch die Arbeit so vieler Manner, vor allem
durch die DPioniertitigkeit von Frrix KLEIN
sich vollzogen haben. Und trotz allen diesen
Fortschritten: Wenn auch dem heutigen ma-
thematischen Forscher angesichts eines blithen-
den wissenschaftlichen Lebens um das Schick-
sal der Mathematik als Wissenschaft nicht bange
zu sein braucht, so muf er sich doch dessen bewufit
sein, daf sie als Element der Bildung und Erzie-
hung durchaus der schiitzenden Fiirsorge bedarf.
Was bedeutet denn iberhaupt Wissenschaft als
solches Element? Wenn ich auf ein Wort von
KanT anspielen darf: Sie soll den Blick des jungen
Menschen auf das Sittengesetz in seinem Innern
und auf den gestirnten Himmel iiber ihm lenken.
In dem Hinweis auf diese zweite Blickrichtung
liegt die groBe erzieherische Kraft, welche den
mathematischen und naturwissenschaftlichen Un-
terrichtsfichern innewohnt, viel mehr als in dem
formalen Element oder der praktischen Niitzlich-
keit. LaBt man den exakten Wissenschaften an
den Schulen nicht genug Raum, so wird man eine
Generation erzieheén, welche in iibertriebenem,
weichlichem Personlichkeitskultus vergit, daB
Personlichkeit nur dann héchstes Gliick der Erden-
kinder ist, wenn sie sich dienend dem Sachlichen,
Uberpersénlichen unterordnen kann.

Vielleicht in keinem Fache hingt der Erfolg
des Unterrichtes so stark von der Individualitit
des Lehrers ab wie in der Mathematik. Um so
mehr miissen wir Hochschullebrer uns immer wie-
der die Frage stellen, ob denn von unserer Seite
her genug geschieht, damit Lehrer herangebildet
werden, welche der holien Aufgabe wissenschaft-
lich gewachsen sind. Es ist ja in den letzten Jahr-
zehnten so viel iiber die Kluft zwischen Schul-
mathematik und Hochschulmathematik gesprochen
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worden, dalB ich nicht noch einmal darauf einzu-
gehen brauche. Von seiten der Schule ist in dieser
Zeit seit Kipins Eingreifen viel geschehen, um
den friheren Zustand der Stagnation zu iiber-
winden und die Kluft einzuebnen; die Hochschule
hat in dieser letzten Hinsicht entschieden weniger
geleistet. Was sie leisten kann und muB, das 148t
sich kaum in den Rahmen einer allgemeinen orga-
nisatorischen Reform spannen; aber eines kann
man gewifl allgemein sagen: es hat sich allméhlich
ein Zustand herausgebildet, bei welchem es viel
zu wenig Kontakt zwischen Dozent und Student
gibt, In viel zu hohem Maf8e beherrscht das Vor-
lesungswesen den mathematischen Hochschul-
uynterricht. Gewi3 haben hohere Vorlesungen, die
einen schwierigen Stoff frei gestalten, auch dann
einen hohen Wert, wenn sie iiber die Kopfe der
Durchschnittshorer hinweggehen. Aber trotzdem
miissen wir auf das Allerentschiedenste einen Zu-
stand anstreben, bei welchem der Student nicht
bloB oder in .erster Linie wehrloser passiver Zu-
horer bei Professorenmonologen ist, sondern in
lebendiger Wechselwirkung zu spontaner wissen-
schaftlicher Arbeit herangezogen wird. Seminare,
Ubungen und vielleicht neue akademische Unter-
richtsformen miissen hierzu das Hauptmittel sein.
Erst wenn wir unsere Studenten, die spiteren
Lehrer, auf ein wissenschaftliches Niveau bringen,
von dem aus sie spiter die Gegenstinde der Schul-
mathematik souverdn beherrschen, diirfen wir uns
zufrieden geben. Leider sind wir von diesem Ziele
weit genug entfernt. Nur gar zu oft mufl man es
erleben, dal wungeeignete Menschen viele Jahre
lang studieren oder vielmehr Vorlesungen usw.
fleilig anhoren, ohne daf sie selber auch nur eine
Ahnung von der volligen Ergebnislosigkeit des
Studiums erlangen. Wenn diese bedavernswerten
Opfer der akademischen Lernfreiheit dann.auch
noch das Gliick haben, ihre Examina zu bestehen
— es soll so etwas vorkommen — dann entstehen
jene ungliicklichen Typen von Mathematikleh-
rern, welche jedem begabten Sekundaner gegen-
iwber vollig hilflos sind und beinahe schlimmer
wirken als eine entsprechende Figur aus dem
philologisch-historischen ILager. ‘

Solche Fille miissen die Universititen auf ihr
Schuldkonto nehmen. Es ist hier nicht die Zeit,
Wege und Moglichkeiten der Abhilfe zu er-
ortern, Aber ich moéchte doch schlieBen mit dem
Ausdruck der Uberzeugung: Ob und wie es den
Hochschulen gelingt, die notwendige und wirk-
same Ausbildung zu sichern, ohne das wissen-
schaftliche Niveau des Hochschulunterrichtes zu
senken, das ist die Schicksalsfrage, von deren Lo-
sung die Zukunft der Mathematik an den Schu-
len'und zum guten Teil auch an den Hochschulen
abhangen wird.
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