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Blatt 13 dieses Faszikels enthält Teile eines Inhaltsverzeichnisses eines vermut-

lich von Hausdorff geplanten Buches über Raum und Zeit mit drei Teilen:
”
I.

Das formale oder mathematische Problem: Raum und Zeit als logische Con-

structionen. II. Das objective oder erkenntnistheoretische Problem: Raum und

Zeit als Wirklichkeiten. III. Das subjective oder psychologische Problem: Raum

und Zeit als Bewusstseinsinhalte.“ Die Titel der ersten fünf Kapitel des ersten

Teiles sind angegeben:
”
1. Der Formalismus, 2. Die Axiome der Zeit, 3. Die

Axiome des euklidischen Raumes, 4. Die nichteuklidische Geometrie, 5. Sonsti-

ge geometrische Systeme.“ Die Blätter 1–12 enthalten eine Ausarbeitung von

Punkt 1.
”
Der Formalismus“; diese ist im folgenden abgedruckt. Die übrigen

Blätter enthalten einschlägige stichpunktartige Notizen. Daß ein Buch geplant

war, legt auch die Rückseite von Blatt 13 nahe: sie enthält einen Brief des

Verlages Veit & Comp. vom 15. 3. 1904 mit der Bitte, ein Exemplar des mit

dem Brief verschickten Verlagsvertrages unterschrieben zurückzusenden. Der

Verlagsvertrag ist im Nachlaß nicht mehr vorhanden.

Erstes Kapitel
1. Der Formalismus

Solange die Geometrie als Wissenschaft vom thatsächlich existirenden Raume
definirt wird, ist sie eine unsichere, bedingte, abhängige Wissenschaft. Denn
sie würde dieses Object mit anderen Wissenschaften theilen, die man, wie Phy-
sik, Psychologie, Erkenntnisstheorie, wohl nicht zur Geometrie selbst rechnen
kann, und dann hängt sie ab von dem Zustande dieser Wissenschaften, die
gleich ihr die Frage nach der Beschaffenheit des wirklichen Raumes stellen
und zu beantworten suchen. Sie hängt ab von Entscheidungen, Zugeständnis-
sen, Einigungen, auf die sie selbst keinen Einfluss hat. Wenn die Geometrie
vom realen Raume spricht, so muss sie darauf warten, welcher Realitätsklasse
der Raum von der Philosophie zugewiesen wird, oder aus eigener Machtvoll-
kommenheit eine vielleicht falsche Ansicht darüber bilden. Ist der Raum ein
Ding oder eine Ordnung der Dinge? eine Realität ausserhalb des Bewusstseins,
oder nur im Bewusstsein, oder Beides? eine Thatsache der Erfahrung oder ein
Gesetz vor aller Erfahrung? eine Gewohnheit oder eine Nothwendigkeit? eine
Anschauung, ein Begriff, oder vielleicht nur ein Wort? Von der Entscheidung al-
ler dieser Alternativen würde die Geometrie beeinflusst oder müsste wenigstens
gewärtig sein, davon beeinflusst zu werden, während ihre eigene Mitwirkung an
der Urtheilsfindung fraglich und von den betheiligten Instanzen bestritten ist. Bl. 2

Zuletzt wäre kein Ende dieser Abhängigkeit und Unsicherheit abzusehen; denn
nichts garantirt dafür, dass die genannten philosophischen Probleme jemals eine
zwingende und einstimmig anerkannte Lösung finden werden. Alles Wirkliche
gestattet den Zweifel, alle Erkenntniss des Wirklichen ist ihrem Wesen nach



unvollständig und verschiedener Deutungen fähig. Die einzige Art Gewissheit,
die wir kennen, ist die der formalen Logik. Selbst eine actuale Gewissheit wie
die der Existenz des Bewusstseins in einem Acte dieses Bewusstseins – das Car-
tesische cogito ergo sum – ist bestreitbar, weil sie eine bestreitbare Auslegung
der Begriffe Existenz, Bewusstsein, Zeit u. dgl. voraussetzt.

Die Geometrie wäre also, als Lehre vom wirklichen Raume, in den Zustand
wartender Abhängigkeit von fremden Entscheidungen, in den Zustand der He-

teronomie gedrängt. Der philosophische Streit um ihre Grundlagen, mit all
seinen Schwankungen und Erschütterungen, würde bis in die höchsten Stock-
werke des mathematischen Lehrgebäudes zu spüren sein. Die geschichtlichen
Thatsachen zeigen umgekehrt, dass die Mathematik jederzeit als Typus einer
strengen, unabhängigen, autonomen Wissenschaft gegolten und sich als solcher
um so reiner durchgesetzt hat, je weniger sie das Ergebniss philosophischer
Bemühungen abzuwarten die Geduld fand. Es giebt nur eine Erklärung dafür:
die Geometrie redet nicht vom wirklichen Raume, sie redet von einem Erzeug-
niss frei schaffenden Denkens. Die Gewissheit der Geometrie ist die Gewissheit
der formalen Logik.Bl. 3

Ein Satz wie dieser zuletzt ausgesprochene kann natürlich selbst nicht for-
male Gewissheit haben: er redet ja von einer Wirklichkeit, von der Wissen-
schaft, die man Geometrie nennt. Er kann allenfalls eine Definition der Geo-
metrie bedeuten und diese Definition kann sich nie durch ihre Nothwendigkeit
aufdrängen, sondern höchstens durch ihre Zweckmässigkeit empfehlen. Es ist
zweckmässig, den wirklichen Raum als Object der Geometrie zu streichen, weil
es zweckmässig ist, der Geometrie den Character einer apodiktischen und au-
tonomen Wissenschaft zu lassen, den bis auf wenige Ausnahmen alle Denker
ihr zugesprochen haben.

Unter den Versuchen, dieser Consequenz auszuweichen, ist der berühmte-
ste der Kantische Apriorismus, der Raum und Zeit als reine, d. h. nicht aus
der Erfahrung geschöpfte, sondern der Erfahrung vorausgehende Anschauun-

gen erklärt. Wie alle einzelnen und speciellen Auffassungen vom Verhältniss der
Mathematik zur Wirklichkeit, so haben wir auch diese erst an späterer Stelle zu
prüfen. Hier genügt uns, dass überhaupt ein solches Verhältniss zur Wirklichkeit
in einer für die Gültigkeit der Mathematik entscheidenden Form angenommen
wird, um diese Annahme zu verwerfen. Wir wollen die Unabhängigkeit der Ma-
thematik von philosophischen Thesen, und es kann uns nicht beruhigen, dass
auf Grund einer bestimmten solchen These – die ja bestreitbar und jedenfalls
bestritten ist – der Mathematik eine autonome, sogar souveraine Stellung zuge-
sprochen wird. Nicht als Sclavin, nicht als Herrscherin der Wirklichkeit soll die
Mathematik anerkannt und legitimirt sein; erst wenn sie in sich selbständigBl. 4

begründet ist, kann sie in irgendein, gleichviel welches, Verhältniss zur Wirk-
lichkeit treten. Ob sie dann zu dienen oder zu gebieten, zu beschreiben oder zu
erklären, zu interpretiren oder zu commandiren berufen ist, wird die Analysis
des Wirklichen lehren.

Wir haben hier, in radicalerer Fassung, einen Gegensatz betont, den man
sonst als Unterschied zwischen reiner und angewandter Mathematik zu be-



zeichnen pflegt. Die reine Mathematik, die
”
freie“, autonome Mathematik be-

trachtet Gedankendinge, Symbole von unbestimmter Bedeutung, die keinem
andern Zwange als dem der logischen Denkbarkeit, der Widerspruchsfreiheit
unterworfen sind. Sobald diesen Symbolen ein actueller Sinn beigelegt wird, ei-
ne Beziehung zur Wirklichkeit, treiben wir angewandte Mathematik, wir zählen
wirkliche Dinge, messen wirkliche Grössen, analysiren wirkliche Empfindungs-
complexe. Bl. 5

Die vollkommene Logisirung, Formalisirung, Rationalisirung, die als unbe-
wusst treibende oder bewusst anerkannte Tendenz die Geschichte der Mathe-

matik in der zweiten Hälfte des neunzehnten Jahrhunderts beherrscht, hat eine
doppelte Bedeutung: sie ist zugleich Selbstbescheidung und Selbstbefreiung, Si-
cherung und Entsagung, Autonomie innerhalb selbstgezogener Schranken um
den Preis des Verzichtes auf übergreifende Prätentionen. Auch der Mathema-
tik blieb die Nöthigung nicht erspart, sich vor ihren Freunden zu schützen und
die von begeisterten Parteigängern genährten Expansionsgelüste kraftvoll zu
überwinden: dort war die Quelle abenteuerlicher Hoffnungen und verlockender
Speculationen, die den feindseligen Widerstand benachbarter Wissenschaften
herausfordern und rückwirkend die Festigkeit des eigenen Besitzes erschüttern
mussten. Nur an den kühnsten dieser philosophischen Freunde sei erinnert,
der den höchsten Beruf der Mathematik zuerkannte und sie damit in die be-
streitbarste und bestrittenste Stellung brachte. Für Kant sind die mathema-
tischen Wahrheiten von einem Erkenntnisswerth und einer unerschütterlichen
Geltung, die einen eigenen Erkenntnissgrund abseits vom formalen Denken und
von der Erfahrung beanspruchen: eine reine Anschauung muss sie erzeugen Bl. 6

und mit aprioristischer Gewalt den Dingen der Erfahrung aufprägen, als For-
men möglicher Erfahrung, als Bedingungen für einheitlichen Zusammenhang
und Begreiflichkeit der Natur. Nicht hier schon soll diese Ansicht gedeutet und
geprüft werden, aber bei jeder möglichen Interpretation ist soviel klar, dass die
Mathematik eine solche souveraine Macht nur durch eine Verpflichtung und
Anlehnung nach aussen hin erkaufen kann, dass sie – um einen Ausdruck des-
selben Philosophen vom ethischen Gebiet auf das theoretische zu übertragen
– auf alle Fälle in den Zustand der Heteronomie geräth. Sobald eine wesent-
liche, für die Grundlagen oder die Gültigkeit der Mathematik entscheidende
Beziehung zur Wirklichkeit bestehen soll, lebt die Mathematik nicht mehr von
eigenen Gnaden und arbeitet mit fremdem Credit: wie auch immer diese Bezie-
hung beschaffen sein möge. Ob wir, in empiristischem Gegensatze zu Kant, die
Geometrie als Ergebniss aus der Erfahrung gewinnen, ob wir sie, mit Kant, als
Gesetzgebung vor der Erfahrung in uns tragen, in jedem Falle trifft ein Zweifel
an der Gültigkeit der Erfahrung auch die Gültigkeit der Geometrie; ja im zwei-
ten, aprioristischen Falle trifft er sie schärfer, weil ein übertretenes Gesetz den
Gesetzgeber doch noch anders discreditirt als eine abweichende Einzelthatsache
den inductiven Begriff aus früheren Thatsachen. In der ganzen philosophischen
Discussion seit Kant ist die Mathematik, oder wenigstens die Geometrie, stets
als heteronom behandelt worden, als abhängig von einer fremden Instanz, Bl. 7

die wir, nähere Bestimmung vorbehalten, als Anschauung bezeichnen können,



mag es nun reine oder empirische, subjective oder wissenschaftlich corrigirte,
angeborene oder erworbene Anschauung sein. Von dieser Abhängigkeit sich zu
befreien, aus der Heteronomie zur Autonomie sich durchzukämpfen war die
wichtigste principielle Aufgabe der modernen Mathematik, zu deren Lösung
allerdings mehr der innere Betrieb und die thatsächlichen Leistungen dieser
Wissenschaft als ihr schon längst etwas erkaltetes Bedürfniss nach philosophi-
scher Verständigung gedrängt haben.

Aber liegt die Heteronomie nicht eigentlich im Wesen der Sache, wenigstens
der Raumlehre? Redet die Geometrie nicht vom Raume unserer Anschauung
und beginnt mit Elementen der Anschauung? Würde nicht die Lehre von der
Zeit – die wir allerdings gewöhnlich nicht mit zur Mathematik rechnen, die
aber, wie sich zeigen wird, der Geometrie in jeder Hinsicht zu coordiniren ist –
denselben Weg einschlagen müssen, und also höchstens Arithmetik, Algebra,
Analysis einen denkbaren Anspruch auf Autonomie haben? Der bequeme Ap-
pell an die Anschauung, um Lücken der Deduction zu stopfen, soll hiermit nicht
empfohlen sein; aber ist nicht ein letzter oder erster Appell an die Anschauung
unerlässlich, um die Deduction überhaupt beginnen zu können? Selbst wenn
wir darauf verzichten, im Sinne der Newton’schen Worte

”
tempus et spatium,

ut omnibus notissima, non definio“ auf psychologische Zustände zweifelhaf-
ter Sicherheit zu verweisen und, der suggestiven Kraft der Sprache vertrau-
end, mit Worten wie homogen, stetig, dreidimensional den Eindruch einfacher
Vorstellungen vorzutäuschen, die in Wahrheit äusserst complicirte Begriffs-Bl. 8

bildungen voraussetzen – : selbst wenn wir diese drastischen oder deiktischen
Künste verschmähen und ehrlich nach Präcision und Klarheit trachten, gelan-
gen wir nicht letzten Endes doch an eine Grenze der Logik, wo wir zeigen

und nicht beweisen, an gemeinsame Erlebnisse erinnern und nicht definiren?
Die verschärfte Analyse von Raum und Zeit stösst schliesslich auf Begriffe wie
Punkt, gerade Linie, Entfernung, Augenblick, vor und nach, zwischen, grösser
und kleiner; und die Erfahrung bestätigt, was logische Gründe vorauszusagen
gestatten, dass ein Theil dieser Begriffe indefinibel wie ein Theil der zwischen
ihnen vorhandenen Beziehungen unbeweisbar bleibt. Man mache die Probe.
Was ist ein Punkt? Das was keine Theile hat. Das Unausgedehnte. Die Gren-
ze einer Linie. Ein Ort im Raum. Gegenfragen: was heisst Theil? was heisst
Ausdehnung? was heisst Grenze, Linie, Ort, Raum? Das alles sind Umschrei-
bungen, Wortgleichungen, ein Wort durch ein Wort erklärt, idem per idem,
manchmal obscurum per obscurius: Definitionen sind es nicht. Oder man ver-
suche Sätze zu beweisen wie die, dass zwei Punkte eine gerade Linie bestimmen,
dass zwei gerade Linien, die einander nicht schneiden, mit jeder dritten glei-
che Winkel bilden, und überzeuge sich, dass jeder angebliche Beweis ähnliche
Sätze wie die zu erschliessenden als unbewiesene Voraussetzungen zu Grun-
de legt. Übrigens ist daran nichts zu erstaunen, da Definition und Deduction
keine absoluten Bestimmungen, sondern Relationen eines Begriffs zu andern
Begriffen, eines Urtheils zu anderen Urtheilen sind, wobei also zuletzt pri-Bl. 9

mitive Elemente, d. h. unerklärte Begriffe und unbewiesene Urtheile (Axiome)
übrig bleiben müssen. Man wird in der Auswahl dieser Elemente einen gewis-



sen Spielraum haben und ihre Anzahl, falls daran etwas liegt, auf ein Minimum
herabdrücken können, aber völlig zu vermeiden sind sie keineswegs. Woher
kommen also diese Anfänge des Denkens? so lautet die entscheidende Frage.
Sobald man keine andere Antwort weiss, als dass ihre Gültigkeit durch die
Anschauung verbürgt sei, ist die Heteronomie der Mathematik ausgesprochen.
Wir können uns jetzt darüber klar werden, dass diese Auffassung nicht etwa nur
ein abstractes Recht auf Selbständigkeit der Mathematik verletzt, sondern mit
fühlbaren Hemmnissen und handgreiflichen Störungen den Lebensnerv dieser
Wissenschaft antastet.

Die Anschauung ist ungenau, beschränkt, irreführend, individuell, wandel-
bar, während die Mathematik genau, unbeschränkt, zuverlässig, allgemein, un-
veränderlich sein soll. Ein Verhältniss zwischen beiden kann also jedenfalls nicht
in dem Sinne bestehen, dass die Gültigkeit der Mathematik sich auf die An-
schauung stützt. Wäre aber selbst die Anschauung alles das, was sie nicht ist,
so dürfte sich trotzdem die Mathematik nicht ohne Kritik und logische Analyse
auf die Anschauung berufen. Bl. 10

Bei der Besprechung dieser Punkte ist ein schärfer gefasster Begriff der An-
schauung entbehrlich; ja dass ein solcher nicht ohne philosophische Contro-
verse zu haben ist, kann sogar als Stütze unserer Meinung gelten. Über die
Anschauung sind entgegengesetzte Meinungen möglich, wenigstens historisch
vorhanden; die Gültigkeit der Mathematik darf aber nicht vom Siege irgendei-
ner philosophischen Richtung abhängen.

Die Ungenauigkeit der Anschauung ist niemals verkannt worden und bedarf
keiner ausführlichen Schilderung. Die Punkte unserer Anschauung sind niemals
Punkte, sondern winzige Parcellen des Gesichtsfeldes, von Glasperlen- bis zu
Fixsterngrösse, oder Empfindungskreise der Haut; für das, was wir Linien nen-
nen, haben dünne Streifen und Röhren, Drähte, Fäden, bestenfalls sogenannte
Lichtstrahlen als Modell gedient; bei Flächen stellen wir uns innerlich etwas wie
gespannte Häute, Papierblätter, oder die sichtbaren Hüllen geformter Körper
vor, unter denen wir die füllende Substanz wegzudenken versuchen. Ein dichtes
Mosaik täuscht uns Continuität, die unterbrochene Bilderreihe des Kinetosko-
pes stetige Bewegung vor. Die Rohproducte dieser Anschauung bedürften min-
destens der Reinigung,

”
Idealisirung“ durch das Denken, um als Begriffe und

Axiome einer exacten Wissenschaft zugelassen zu werden.

Die Anschauung ist beschränkt; der Leichtigkeit, mit der sie einfache und
häufig gesehene Bilder reproducirt, steht eine ausser- ordentliche Unbehülf- Bl. 11

lichkeit in Bezug auf unbekannte und verwickelte Verhältnisse gegenüber. Sie
versagt, bei nicht besonders begabten Individuen, vor vielflächigen Krystallen,
verschlungenen Knoten, ja schon vor grossen Zahlen. Wir werden bei verschie-
denen Gelegenheiten die Ohnmacht der Anschauung mit der freien Beweg-
lichkeit des Gedankens vergleichen können. Indessen giebt diese Betrachtung
mehr ein allgemeines ungünstiges Vorurtheil gegen die Anschauung, als dass
der Mangel complicirter Anschauungssynthesen direct gegen die Zuverlässigkeit
einfacherer Anschauungselemente spräche. Wichtiger erscheint die principielle
Beschränkung der Anschauung auf endliche Gebiete, die vielfach, wenn auch



nicht unbestritten, behauptet worden ist. Wenn sie besteht, so ist die Geometrie
gegenüber der Anschauung wiederum in der Lage, die gelieferten Materialien
erst einer Veredelung, Verallgemeinerung, Logisirung durch das reine Denken
unterwerfen zu müssen, und die Anschauung gegenüber der Geometrie in der
noch fataleren, eigentlich kein Object dieser Wissenschaft völlig realisiren zu
können, denn das Unendliche in seinen verschiedenen Gestalten ist von Raum
und Zeit nicht zu trennen.

Die Unfähigkeit, oder sagen wir mindestens Unsicherheit, der Anschauung in
Bezug auf das Unendliche ist nicht ohne bedenkliche Folgen geblieben: in Fra-
gen, die mit einem correct gefassten Unendlichkeitsbegriff zusammenhängen,
hat sich die Anschauung nicht nur als verschwommen, sondern geradezu als ir-
releitend erwiesen. Die Anschauung hat lange Zeit zu dem Glauben verführt,Bl. 12

dass die Bahn eines stetig bewegten Punktes überall eine Richtung – analytisch
gesprochen jede stetige Function einen Differentialquotienten – haben müsse;
seit Riemann und Weierstrass kennen wir stetige Bewegungen, denen nirgends

eine Richtung zukommt, Bewegungen, von denen man mit bald ermattender
Anschauung nur soviel begreift, dass sie durch immer rascher und immer klei-
ner werdende Oscillationen erzeugt werden. Die naive Anschauung inspirirte
Sätze wie diese: Bewegung eines Punktes erzeugt eine Linie, Bewegung einer
Linie erzeugt eine Fläche, Bewegung einer Fläche erzeugt einen Körper. Aber
wir wissen heute, dass ein Punkt durch stetige Bewegung in der eindimensio-
nalen Zeit auch eine zweidimensionale Fläche beschreiben, Punkt für Punkt
ausfüllen kann; diese Bewegung (die Peano’sche Curve) hat allerdings mit be-
obachteten, anschaulichen Bewegungen verzweifelt wenig Ähnlichkeit. Ein da-
mit zusammenhängendes Paradoxon ist folgendes: die Anschauung widerstrebt
der Möglichkeit, dass aus einem Körper durch irgendwelche Zerreissung und
Zusammenpressung je etwa eine Fläche oder Linie, aus einer Linie durch ir-
gendwelche Zerstäubung und Dehnung eine Fläche oder ein Körper werden
könne; wir sind a priori überzeugt, dass die dünnste Seifenblase, der feinste
Spinnenfaden immer noch dreifach ausgedehnte Körper, nicht einer oder zwei-
er Dimensionen beraubt seien. Was die geometrische Seite dieser Vorstellung
anlangt – der physicalische Ausdruck ist nur der Deutlichkeit wegen gewählt –,
so überzeugt uns aber das Denken vom Gegentheil.

























ÜBER DIE AUFGABEN UND ZIELE DER ANGEWANDTEN MATHEMATIK 
 

VON 
R. v. MISES, Berlin 

 
[Mises, R. von (1921): Über die Aufgaben und Ziele der angewandten Mathematik; 

Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Mechanik 1, 1-15. (Auch Selecta II, 454-477)] 

 
 
Es ist im Laufe des letzten Jahrhunderts, namentlich in Deutschland, Brauch 

geworden, der „reinen" Mathematik eine „angewandte" begrifflich 
gegenüberzustellen. Gehen wir aber in der Geschichte der Wissenschaften weiter 
zurück, so geraten wir wohl in Verlegenheit mit der Frage, wohin die Leistungen 
eines Archimedes oder Newton, eines Euler oder Gauss zu rechnen seien. Kann 
man vielleicht noch bei Gauss die einzelnen Arbeiten in solche der einen und der 
andern Richtung trennen, so bleibt es doch vollends unklar, ob wir Newtons 
Grundlegung der Differentialrechnung und der Mechanik als reine oder als 
angewandte Mathematik bezeichnen sollen. Auch die persönliche Einstellung des 
Urhebers scheint hier eine Entscheidung nicht immer zu ermöglichen: Man kennt die 
Überlieferung, die Archimedes als weltabgewandten Theoretiker auftreten lässt, 
während andrerseits feststeht, dass er beim Bau von Kriegsmaschinen sehr wohl 
seine Kenntnisse in den praktischen Dienst des Vaterlandes zu stellen wusste. 

Die folgenden Zeilen versuchen es, das Gebiet der angewandten Mathematik, 
soweit dies möglich ist, logisch abzugrenzen, und unternehmen es zugleich, eine 
Andeutung über ihre hauptsächlichsten Problemgruppen, so wie sie sich dem heute 
tätigen Beobachter darstellen, zu geben. Natürlich darf Vollständigkeit in diesem 
zweiten Punkt so wenig erwartet werden, wie völlige Schärfe in dem ersten. 

 
1. Abgrenzung nach aussen. Wenn wir das, was der gewöhnliche Sprachgebrauch 
als Anwendungen der Mathematik oder einzelner mathematischer Lehren 
bezeichnet, näher zu bestimmen suchen, so finden wir sofort, wie veränderlich 
dieser Begriff je nach dem Standpunkt des Urteilenden ist. Der Mathematiker, der 
die Gedankengänge der Infinitesimal-Analysis entwickelt, spricht von „Anwendung" 
der Differentialrechnung auf Geometrie, wenn er die naheliegendsten geometrischen 
Schlüsse aus seinen Sätzen zieht. Wer sich mit einem Gebiet der theoretischen 
Mechanik, etwa der Elastizitätslehre, befasst, für den ist diese Differentialgeometrie 
das mathematische oder 
 
Reprinted from Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik vol. 1 (1921) 
pp. 1-15, with permission of VDI-Verlag G.m.b.H., Düsseldorf. 
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theoretische Hilfsmittel, das er zur Aufstellung und Erörterung seiner Gleichungen 
„anwendet". Der wissenschaftlich arbeitende Ingenieur wieder benutzt die 
Elastizitätslehre als „Theorie", um zu konkreten Festigkeitsberechnungen zu 



gelangen, die erst für ihn eine wirklich „angewandte" Mathematik bilden. Dann 
kommt erst der praktische Konstrukteur, dem auch alle Festigkeitsrechnung noch 
hohe mathematische Theorie ist, und der mit ganz elementaren Faustformeln- der 
für ihn wahrhaft „angewandten" Mathematik - die Aufgaben seines Berufes meistert. 
Dieser Reihe kann man leicht beliebig viele ähnlich gebaute zur Seite stellen, man 
denke etwa an die „Anwendung" der Analysis auf die Integration von Differentialglei-
chungen, die Grundgleichungen der Thermodynamik, die wärmemechanische 
Theorie der Dampfmaschine, endlich den Standpunkt des praktischen 
Dampfmaschinenkonstrukteurs; aber es lassen sich ihr auch noch an beiden Enden 
Glieder anfügen. Denn selbst die Sätze der Analysis bilden für den mit der 
Untersuchung ihrer logischen Grundlagen beschäftigten Forscher nur eine 
„Anwendung" und auf der andern Seite sind alle Faustformeln des Konstrukteurs 
noch abstrakte Theorie für den in Werkstatt oder Betrieb tätigen Techniker. Seine 
sachlichen Überlegungen aber müssen, auch wenn sie nur auf den „vier Spezies" 
des Elementarunterrichts beruhen, noch ebenso gut wie die reine 
Grundlagenforschung zur Mathematik im weitesten Sinne gezählt werden. So ergibt 
sich uns das folgende Bild: 

Von den abstrakt-logischen Untersuchungen, die in das Gebiet der Phi-
losophie hinübergreifen, bis zu den verstandesmässigen, auf Zahl und Mass 
gerichteten Überlegungen des Alltags ist eine Kette von vielfach ineinander 
geschlungenen Gliedern gespannt, die das umfasst, was wir im allgemeinsten 
Wortsinn als Mathematik bezeichnen. Jeder einzelne von uns ist nach Beruf, Anlage 
oder Neigung an eine bestimmte Stelle dieser Kette gesetzt, von der aus er für 
gewöhnlich nur einen mehr oder weniger kleinen Teil des Ganzen überblickt. 
Innerhalb dieses Teilgebietes zieht er willkürlich eine Grenze und nennt das, was 
links von ihr liegt, nach dem Abstrakteren hinüberweist, die „reine" Mathematik, das 
rechts liegende, den Übergang zum praktischen Leben vermittelnde, die 
„angewandte". Keinerlei absolute Trennung ist hier möglich, kein Teil des Ganzen 
kann völlig entfernt werden, soll die Kette ihre Spannung nicht verlieren, und jeder 
Streit über Berechtigung, Zweckmässigkeit und Abgrenzung muss angesichts dieser 
Erkenntnis verstummen. 

Man kommt auch zu keinem andern Ergebnis, wenn man versucht, die reine 
Mathematik als die „um ihrer selbst willen" oder „als Selbstzweck" betriebene zu 
erklären. Denn auf jedem Gebiet kann Einsicht und Erkennt nis um ihrer selbst willen 
gesucht werden, und überall kann man Forschungsergebnisse auch mit andern 
Zielen im Auge gewinnen. Vielleicht sieht es zunächst so aus, als ob im Gegenstand 
der Forschung ein von vornherein 
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angebbarer Unterschied läge, das eine Mal wäre es etwa die Erklärung bestimmter 
mechanischer (physikalischer) Erscheinungen, das andere Mal die Untersuchung 
rein formal-rechnerischer Beziehungen, die das Interesse in Anspruch nimmt. Aber 
schliesslich beschäftigt sich auch die Zahlentheorie selbst mit den uns objektiv 
gegebenen ganzen Zahlen und die Verteilung der Primzahlen in der unendlichen 
Zahlenreihe bildet kein grundsätzlich anders geartetes Forschungsobjekt als etwa 
die Bewegung der Gestirne oder die mechanische Wirkung des elektrischen 
Stromes. Will man vielleicht die Zahlen selbst noch nicht als „physikalische" Objekte 



gelten lassen, so wird es schon sehr fraglich beim Gegenstand der Geometrie, und 
von da führt ein ganz stetiger Übergang zur Mechanik und weiter. 

Noch ein zweiter Punkt muss aber hier besprochen werden, der die Relativität 
der Abgrenzung zwischen reiner und angewandter Mathematik von einer andern 
Seite her beleuchtet. Wenn wir heute Überlegungen, die unmittelbar auf den vier 
Grundrechnungsarten fussen, als Alltäglichkeit betrachten, wenn wir gewohnt sind, 
die Anfangsgründe der Algebra und der analytischen Geometrie, ja neuerdings auch 
die der Differentialrechnung als durch die höheren Schulen in weiten Kreisen 
verbreitetes Handwerkzeug anzusehen, so steht dem die Tatsache gegenüber, dass 
vor drei- bis vierhundert Jahren die vier Spezies einen Gegenstand des 
mathematischen Universitätsunterrichts bildeten und ein Jahrhundert später die 
Infinitesimalrechnung, als die eben erst geschaffene, höchste Abstraktion des Men-
schengeistes, kaum einem kleinen Kreis von Auserwählten verständlich war. Damals 
also lagen den grossen Baumeistern, deren Werke noch heute unsere Bewunderung 
erregen, Überlegungen, die den heutigen Ingenieuren geläufig sind, nicht nur 
jenseits des Gebietes der „Anwendung", sondern auch jenseits ihres 
Gesichtskreises überhaupt. Es ist eine interessante, hier aber nicht weiter zu 
verfolgende Fragestellung, wie eine solche Ausbreitung des Wissens, wie eine 
solche Vermehrung der Aufnahmefähigkeit des Einzelnen im Laufe der 
Generationen zustande kommen kann. Sicher ist, dass, von einer bestimmten 
Berufsstellung aus gesehen, sich die Grenze zwischen reiner und angewandter 
Mathematik, ja der Inhalt des mathematischen Gesichtskreises überhaupt, mit der 
Zeit verschiebt; die historische Entwicklung geht zweifellos dahin, ein immer 
steigendes Ausmass an mathematischen Theorien in einem bestimmten Bereich des 
praktischen Lebens zur Geltung zu bringen. Wir müssen so unserer oben 
gegebenen Formulierung noch hinzufügen: Die Stellung des Einzelnen gegenüber 
der Kette mathematischer Begriffsbildungen rückt im Laufe der Zeit -parallel mit dem 
Entstehen immer neuer Glieder -- in der Richtung auf das Abstrakte immer weiter 
vor. Diese Entwicklung wird auch durch den von manchen Seiten mit grosser 
Hartnäckigkeit geführten Kampf gegen das „Vordringen der 
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Theorie" nicht gehemmt, wie ein Vergleich der heutigen Technik mit der vor etwa 
hundert Jahren zeigt. 

Angesichts dieses Tatbestandes zweifacher Relativität der Begriffs-
abgrenzung müssen wir nun eine praktische Erklärung dafür suchen, was wir hier im 
Folgenden unter „Angewandter Mathematik" verstehen wollen. Es ist 
selbstverständlich, dass wir uns auf den Boden der Gegenwart stellen, und es sei 
hinzugefügt: auf den Standpunkt des wissenschaftlich arbeitenden Ingenieurs. Dabei 
soll dieses Wort über seine landläufige Bedeutung hinaus genommen werden, als 
Bezeichnung für jeden, der einen praktischen Beruf auf der Höhe wissenschaftlicher 
Erkenntnis ausübt; auch der Volkswirtschaftler, der Versicherungstechniker, der Arzt 
sind „Ingenieure" in diesem Sinne. Alles das, was der Ingenieur, der selbständige 
Arbeiten ausführt, an mathematischen Hilfsmitteln gebraucht, aus der Analysis und 
Geometrie, den verschieden verzweigten Teilen der Mechanik, aus der Thermo-
dynamik und Elektrizitätslehre, aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, 
das soll den Gegenstand bilden, dem die Abhandlungen und Berichte dieser 
Zeitschrift gewidmet sind. Da dabei die Mechanik im weitesten Sinne, deren Pflege 



heute fast ausschliesslich in den Händen der Ingenieure ruht, den Kernpunkt 
ausmacht und naturgemäss den breitesten Raum einnehmen wird, ist sie im Titel 
noch ausdrücklich genannt. 
 
2. Innere Kennzeichnung.Wir haben uns nun zu fragen, in welcher Weise die 
„Angewandte Mathematik des heutigen Ingenieurs" in ihrer Methode der Forschung 
und Lehre gekennzeichnet wird. Zwei bekannte Gedankengänge drängen sich da 
auf und müssen zunächst kurz besprochen werden.  

Felix Klein - dessen Name hier mit besonderer Verehrung genannt werden 
muss, weil er wie kein zweiter in der Gegenwart dem Standpunkt des Ingenieurs 
innerhalb der mathematischen Wissenschaft und der Mathematik als solcher 
innerhalb des gesamten Kulturlebens Geltung und Ansehen zu verschaffen gewusst 
hat - prägte den Gegensatz der Präzisions- und Approximations-Mathematik. Nur die 
erstere hat es mit den scharf umrissenen Begriffen zu tun, an die wir in der Schulzeit 
durch allmähliche Gewöhnung herankommen, die wir später exakt definieren lernen, 
um schliesslich zu erfahren, dass sie einem niemals abgeschlossenen 
Verfeinerungs- und Vertiefungsprozess unterliegen. Hierher gehören, wenn nur die 
einfachsten genannt werden sollen, der Begriff der mathematischen Linie und Flä-
che, der irrationalen Zahl, des Differentialquotienten. In der Approximations-
Mathematik gibt es nur Linienstreifen von endlicher, wenn auch geringer Breite, 
Flächenschalen von endlicher Dicke, keinen Unterschied zwischen rationalen und 
irrationalen Brüchen, die Tangenten einer Linie sind Sekanten mit nahe beieinander 
liegenden Schnittpunkten. Und um auch ein 
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geläufiges Beispiel für den Unterschied in der Problemstellung anzuführen: nur in 
der Präzisions-Mathematik hat die Unmöglichkeit der „Quadratur des Zirkels" einen 
Sinn, in der Approximations-Mathematik ist sie durch Kenntnis der Zahl π (und 
verschiedener Näherungskonstruktionen für diese) längst erledigt. 

Niemand wird verkennen, dass hier ein sehr beachtenswerter Gesichtspunkt 
für die Beurteilung mathematischer Begriffsbildungen aufgedeckt wurde, der auch in 
manchen Fällen ein Kriterium für die praktische Brauchbarkeit einer Theorie 
abgeben kann. Vielleicht könnte sich der Ingenieur auch ganz gut mit einem 
vollständigen Aufbau der Approximations-Mathematik begnügen, wenn dieser 
Aufbau - nicht ganz erheblich viel schwieriger und umständlicher wäre als der 
übliche, der sich wesentlich auf die Begriffe der Präzisions-Mathematik stützt: es 
liegt eben so, dass die präzisen Begriffe der Mathematik (wie übrigens die aller 
Wissenschaften, die bereits zu Präzisierungen vorgedrungen sind) Vereinfachungen, 
Idealisierungen bedeuten, die wir bei der Begrenztheit unserer geistigen Fähigkeiten 
nicht missen können, die der Ingenieur erst recht nicht missen kann, der nur einen 
beschränkten Teil seiner Kraft und seiner Zeit mathematischen Studien widmen wird. 
Es ist ja selbstverständlich, dass wir uns beispielsweise mit einer approximativen 
Lösung einer Differentialgleichung begnügen, aber auf den präzisions-
mathematischen Begriff des Differentialquotienten zu verzichten, würde eine 
ausserordentliche Erschwerung und Verwicklung des ganzen Ansatzes und aller 
Methoden mit sich bringen. Andrerseits bleibt es für das Verständnis der Resultate 
sehr fruchtbar, wenn man sich immer gegenwärtig hält, dass schon in den ersten 
Ansätzen weitgehende, zum Teil willkürliche Vereinfachungen stecken. 



Ein anderes kennzeichnendes Merkmal der Ingenieurmathematik, das 
namentlich von jenen gern hervorgehoben wird, die ihr Studiengang durch die 
Zeichensäle einer technischen Hochschule geführt hat, bildet die Bevorzugung 
sogenannter graphischer Methoden vor den analytischen. Seit Culmann seine 
graphische Statik als ersten Stein in dem stolzen Zukunftsbau einer „graphischen 
Ingenieurwissenschaft" bezeichnet hat, ist soviel Wahres und Falsches zum Lobe 
dieser „Sprache des Ingenieurs" gesagt worden, dass die Vorbedingungen einer 
unbefangenen Erörterung geradezu getrübt erscheinen, zumal hier unwägbare 
Einflüsse der Erziehung, Gewöhnung und der traditionellen Kampfstellung zwischen 
Technikern und Mathematikern mitspielen. Sachlich zerfällt der Anwendungsbereich 
der graphischen Methoden offenbar in zwei verschiedene Teile, die nur selten 
ineinander übergreifen. Das eine Mal sind es, wie z.B. in der Statik, wesentlich 
elementar-geometrische Aufgaben, die eine zeichnerische Lösung mit den 
Konstruktions-Verfahren der Präzisions-Mathematik zulassen, das ande- 

 
ÜBER DIE AUFGABEN UND ZIELE DER ANGEWANDTEN MATHEMATIK 
459 
 
re Mal handelt es sich, wie z.B. bei der zeichnerischen Integration, um graphisches 
Rechnen, bei dem die Darstellung willkürlicher Funktionen durch Kurven den 
Ausgangspunkt und das Interpolieren einer Kurve aus wenigen 
Bestimmungsstücken das Hauptwerkzeug bildet. Beide Gebiete haben ihre 
naturgemässe Begrenzung. Es ist nicht einzusehen, wie man den Gedankenkreis 
der Graphostatik erweitern soll auf die Behandlung von Problemen, bei denen ganz 
andere Dinge als elementargeometrische Beziehungen in Frage stehen, z.B. in der 
höheren Elastizitätstheorie oder in der Lehre vom Erddruck, und tatsächlich sind 
hierhergehörige Versuche, auch wenn sie von anerkannten Meistern unternommen 
wurden, restlos gescheitert. Solche Erweiterungs-Bestrebungen sind auch nicht 
ohne Gefahr, da sie dazu verleiten, viel verwickeltere Beziehungen in die einfachen 
Formen zu pressen, die sich mit den üblichen Konstruktionsmitteln beherrschen 
lassen. Weit umfassender und eines Ausbaues fähiger sind zweifellos die Methoden 
des graphischen Rechnens, die all dem gerecht werden können, was die nume-
rische Rechnung zu leisten imstande ist. Darin drückt sich die Weite und zugleich die 
Beschränkung dieses Werkzeuges aus; denn, um ein von Gauss herrührendes Bild 
zu gebrauchen, die numerische Ausrechnung stellt nur die bare Münze des 
Zahlungsverkehres dar, grössere und weittragende Unternehmungen erfordern aber, 
wie man weiss, ganz anders geartete Einrichtungen, und diesen entsprechen eben 
die allgemeinen, grundsätzlichen Untersuchungen der Mathematik. Innerhalb des 
beschränkten Bereiches ihrer Anwendbarkeit wird niemand die Vorzüge 
zeichnerischer Verfahren, grössere Übersichtlichkeit, Anschaulichkeit, leichtere 
Überprüfungsmöglichkeit, leugnen (obwohl hier gewiss die Gewöhnung viel aus-
macht), und es muss auch zugegeben werden, dass ihre Ausgestaltung in mancher 
Richtung möglich ist (s. weiter unten). Aber in den graphischen Verfahren ein 
wesentliches Kennzeichen aller Teile der mathematischen Ingenieurwissenschaft zu 
sehen, ist sicher verkehrt. 

Wenn wir aus diesem, oft mit grosser Heftigkeit geführten Widerstreit der 
Meinungen zu einer halbwegs geklärten Auffassung gelangen wollen, so müssen wir 
uns nur von jeder Engherzigkeit und Kleinlichkeit frei machen. Der Ingenieur, der es 
mit seiner Aufgabe ernst nimmt, wird jedes Werkzeug, das ihm die - von seinem 
Standpunkt - „reine" Mathematik liefert, zurichten und zur Bewältigung seiner 



Aufgaben benutzen. Besonderen Nachdruck müssen wir dabei auf das „Zurichten" 
legen. Denn daraus entspringen vielleicht die meisten Enttäuschungen und 
Missverständnisse, dass der Ingenieur oft meint, er müsse alle theoretischen 
Hilfsmittel fertig und zum unmittelbaren Gebrauch bereit aus anderen Händen 
empfangen. Es ist so, wie wenn man verlangen wollte, ein Lehrbuch des 
Maschinenbaues müsse für alle irgendwie denkbaren Arbeitsmaschinen fertige 
Konstruktionszeich- 
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nungen bringen. In Wahrheit kann die Maschinenkunde nur lehren, wie aus einem 
bestimmten Verwendungszweck heraus die Maschine geformt werden muss, und in 
ganz gleicher Weise kann der Mathematiker unmöglich die für jedes praktische 
Einzelproblem passende Methode oder gar Endformel von vornherein bereitstellen. 
Nur die genaue Kenntnis des Zieles kann auf dem letzten Stück des Weges richtig 
leiten. 

Wenn etwas für das Verfahren innerhalb der Ingenieur-Mathematik allgemein 
kennzeichnend sein soll, so kann es nur dies sein: hier wird ausgegangen von einer 
bestimmten praktischen Aufgabe, die gelöst werden muss, und alles das aus zum 
Teil sehr verschiedenen Gebieten der Theorie herangezogen und angepasst, was 
irgendwie brauchbar erscheint. Dagegen geht der reine Mathematiker - wenigstens 
vom Standpunkt der Anwendungen aus gesehen - von allgemeinen, mehr willkürlich 
gewählten oder nur durch den augenblicklichen Stand der Wissenschaft bestimmten 
Fragestellungen aus, die er mit einer gewissen „Reinheit der Methode" zu behandeln 
sucht (wobei er sich freilich in Rücksicht auf seine andere Stellung in der Kette 
aufeinanderfolgender Abstraktionsstufen doch nur analog dem Techniker verhält). J. 
M. Rankine, der erfolgreiche Begründer der technischen Physik, sagt einmal: „Die 
Frage für den Ingenieur ist: Was habe ich zu tun? Und er muss sich sofort 
entscheiden; die Frage für den Mathematiker lautet: Was soll ich denken? Und er 
kann sich unbegrenzt viel Zeit lassen." Für den Mathematiker knüpfen sich an einen 
bestimmten gedanklichen oder methodischen Kern eine Fülle von Fragestellungen, 
beim Ingenieur sammeln sich um eine einzige praktische Frage herum Antworten 
oder auch nur Andeutungen von solchen aus allen möglichen Theorien. Vielleicht 
kann man am bezeichnendsten diese Verhältnisse in ferner Anlehnung an einen 
Ausspruch Machs so darstellen: Die wichtigste Theorie, die der Ingenieur 
beherrschen muss, ist die, eine unvollkommene oder unvollständige Theorie zu 
benutzen verstehen, solange es eine bessere nicht gibt. 

Wir wollen im folgenden die Reihe der mathematischen Gebiete, die das 
Interesse des Ingenieurs berühren, flüchtig durchlaufen, und da und dort Fragen 
feststellen, deren Beantwortung oder nähere Untersuchung nach dem 
augenblicklichen Stand der Dinge erwünscht erscheint. Gelegentlich soll auch auf 
die Ergebnisse neuerer einschlägiger Arbeiten hingewiesen werden. Ein Teil der 
Problemgruppen wird später in den „Zusammenfassenden Berichten" unserer 
Zeitschrift noch genauer darzustellen sein. 

 
3. Probleme aus der Analysis. Das Ausgangs- und Endproblem aller Analysis ist 
wohl dies: Mittel zu schaffen, um die Funktionswerte einer irgendwie (aber 
mathematisch, nicht physikalisch) definierten Funktion tatsächlich berechnen zu 
können. Von hier leiten sich ab und hierher münden 
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ein alle Theorien, die die Untersuchung der Funktionen nach ihren verschiedenen 
Eigenschaften zum Gegenstand haben. Zwei Hauptfragen, die, jede für sich und 
beide in ihrer Zusammensetzung, in breitem Ausmass Behandlung gefunden haben, 
lassen sich hervorheben. Die eine kann man als die Aufgabe der „Funktions-
Umkehrung" oder in engerer Anlehnung an die übliche Ausdrucksweise als 
„Gleichungs Auflösung" bezeichnen: Gegeben ist eine explizite berechenbare 
Funktion einer Veränderlichen (oder n Funktionen von n Veränderlichen), man soll 
sie „umkehren", d.h. jene Werte der Veränderlichen finden, für die die gegebene 
Funktion (bezw. die gegebenen Funktionen) vorgeschriebene Werte annimmt. Die 
zweite Hauptaufgabe besteht im „Aufbau" von Funktionen oder dem „reinen Integra-
tionsproblem": Gegeben sind Anfangswerte und Eigenschaften im Unendlichkleinen, 
man soll weiter entfernte Funktionswerte bestimmen. - Die für physikalische Fragen 
wichtigsten und zugleich schwierigsten Probleme sind die, bei denen sich beide 
Fragestellungen überkreuzen, etwa so, dass die durch „Aufbau" hergestellte 
Funktion erst noch umzukehren ist oder ähnlich (Randwertaufgaben usf.). 

Sprechen wir zunächst vom Umkehrproblem, so ist hier nur der aller-
einfachste Fall der „algebraischen" Aufgabe, in dem es sich um eine rationale, ganze 
Funktion einer Veränderlichen handelt, als hinlänglich gelöst anzusehen. Man 
beherrscht die Frage der Auflösung einer Gleichung n-ten Grades, sowohl nach ihrer 
grundsätzlichen Seite als nach der rein praktischen der tatsächlichen Berechnung 
der Wurzeln (1). Aber schon der Fall mehrerer Gleichungen mit ebensoviel 
Unbekannten hat nicht die gleich eingehende, wünschenswerte Behandlung 
gefunden, die eine rasche Übersicht über die Lage der Wurzeln und ihre nähere 
Bestimmung ermöglichen würde. Noch schlimmer steht es mit dem für viele 
technische Anwendungen sehr wichtigen, über die Algebra hinausgehenden Fall 
transzendenter Gleichungen (d.h. nicht rational-ganze, Funktionen, die umgekehrt 
werden sollen). Hier ist nur weniges Methodische bekannt(2). Sonderfälle sind 
gelegentlich mit Erfolg behandelt worden(3). 
Ein altes und dringendes Desideratum des Technikers bildet ein wirklicht 
brauchbares, vor allem übersichtliches und einprägsames Verfahren zur Auflösung 
eines Systems von zahlreichen linearen Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten. 
Was bisher an zeichnerischen und rechnerischen 
 
(1) Vgl. z. B. C. Runge, Praxis Der Gleichungen, Leipzig, 1900. 
(2) Bemerkenswert, aber nicht durchgreifend ist die Note von R. de Montessus, 
Comptes rendus de l'académie, 148, Paris 1909, S. 468 u. 1749. Vgl. a. Runge in 
Encvkl. d. mathem. W'issensch. Bd. I S.434 ff. 
(3) Vgl. z. B. H. Zimmermann, Die Knickfestigkeit eines Stabes mit elastichey 
Querstützung, Leipzig, 1906. 
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Methoden vorgeschlagen wurde (4), genügt diesen Anforderungen nicht. 
Anzustreben wäre, dass das Verfahren in den Sonderfällen einfacher Gliederung 



des Gleichungssystems, die eine einfachere Auflösung gestatten, von selbst 
übergeht in die bekannten, in der Graphostastik usf. gebräuchlichen Konstruktionen. 

Hier wären anzuschliessen, als nicht mehr ganz in die erste Hauptgruppe von 
Problemen gehörig, die Aufgaben der Reihenentwicklung und sonstigen 
Darstellungen empirisch gegebener Funktionen in vorgeschriebenen Formen. Die 
Technik hat in neuerer Zeit die praktische Verwendbarkeit gewisser einfacher 
Entwicklungen (harmonische Analyse der durch Oszillographen aufgenommenen 
Schwingungen) erkannt, es fehlt aber hier noch viel an der Verbreitung einfacher, 
den Theoretikern längst geläufiger, grundsätzlicher Erkenntnisse, z.B. über die 
reichen Möglichkeiten der Approximation durch Polynome usf (5). 

In der zweiten Problemgruppe, der unmittelbaren Integration, sind in den 
letzten Jahrzehnten viele fruchtbare Vorarbeiten geleistet worden. Bei manchen 
praktischen Aufgaben ist man wirklich bis zu völlig befriedigenden Lösungen 
vorgedrungen, vielleicht darf hier als ein, freilich besonders gut liegendes, Beispiel 
das ballistische Problem genannt werden(6). Für umfassendere Untersuchungen 
wird man wohl in Zukunft auch die von Poincaré begründete „Geometrie der 
Differentialgleichungen" (7) heranzuziehen haben. Dass hier in vielen Fällen gerade 
das zeichnerische Verfahren vor dem ihm grundsätzlich gleichwertigen 
rechnerischen den Vorzug verdient, ist schon oben erwähnt worden. Aber, ob 
Rechnung oder Zeichnung, das ganze Gebiet steckt noch, trotz seines 
beträchtlichen Alters - denn der Ursprung der meisten Verfahren geht in die Zeit vor 
Erfindung der Infinitesimalrechnung zurück -in den Anfängen seiner Bearbeitung. Die 
Hauptursache scheint darin zu liegen, dass die mathematische Theorie noch nicht 
den richtigen Standpunkt zu dieser Art von Fragestellungen gefunden hat. Man tut 
immer so, als wäre ein „praktisches" Integrationsverfahren etwas dem Wesen nach 
verschiedenes von einem „analytischen", etwa in dem Sinne, dass das letztere eine 
allgemeine Lösung, das erstere nur eine Lösung bei gegebenen speziellen 
Zahlenwerten oder dergleichen liefert. Demgegenüber kann nicht genug betont 
werden (und ganz das gleiche ist hinsichtlich der numerischen Gleichungsauflösung 
zu sagen): ein Ver 

 
(4) Vgl. etwa R. Mehmke, Graphisches Rechnen, Leipzig, 1917. 
(5) Eine für die Anwendungen sehr brauchbare Darstellung enthält das Lehrbuch 
von C. Runge, Theorie und Praxis der Reihen. Leipzig, 1904. 
(6) Vgl. z. B. C. Cranz und R. Rothe, Artillerist. Monatshefte 1917, S. 198-238.  
(7) Vgl. den Bericht von H. Liebmann in Encykl. d. mathem. Wiss. Bd., III. Art. D 8. 
 
ÜBER DIE AUFGABEN UND ZIELE DER ANGEWANDTEN MATHEMATIK 
463 
 
fahren, das gestattet, von beliebig angenommenen Daten aus dem gesuchten 
Resultat beliebig nahe zu kommen (Konvergenz!), ist völlig „allgemein" und 
unterscheidet sich höchstens in der äusseren Form seiner Wiedergabe bezw. seiner 
Definition von einer analytischen Formel. Wenn erst diese Anschauung, die den 
älteren Mathematikern wie Euler oder Cauchy sicher noch geläufig war, wieder in 
das Allgemein-Bewusstsein der Mathematiker übergangen sein wird, wird man eine 
reichere Förderung dieses Zweiges der praktischen Mathematik erwarten dürfen. 

Die Schwierigkeiten des gemischten Problems, das sich aus Funktions-
Aufbau und Funktions Umkehrung zusammensetzt, sind so bedeutende, dass man 
hier über die ersten tastenden Versuche kaum hinausgekommen ist, ja dass über die 



Fragestellung selbst keinerlei Klarheit herrscht. Meist verbirgt sich der Unterschied 
zwischen „Randwert"- und „Anfangswertproblemen" hinter dem viel 
unwesentlicheren zwischen gewöhnlichen und partiellen Differentialgleichungen. In 
den seltenen Fällen, in denen man es bei partiellen Gleichungen mit der reinen 
Integrationsaufgabe zu tun hat, sind fast die gleichen Methoden wie bei 
gewöhnlichen Differentialgleichungen anwendbar. Das Randwertproblem hingegen 
führt, wenn es numerisch behandelt wird, auf dem Wege über die 
Differenzenrechnung auf die Auflösung eines sehr vielgliedrigen Systems meist 
linearer Gleichungen; in dieser Weise sind gelegentlich praktische Aufgaben 
durchgeführt worden (8). Wenn man aber, wie es oft durch die Natur der Aufgabe 
unmittelbar nahegelegt wird, zur Ausnutzung elementar-geometrischer Beziehungen 
den Weg zeichnerischer Behandlung einschlägt, so ist eine wesentliche Erweiterung 
und Vertiefung der bei eindimensionalen Problemen verwendeten Begriffe und 
Verfahren notwendig; nennenswerte Versuche in dieser Richtung sind für 
verschiedene Aufgaben der Elastizitätslehre und der Hydromechanik unternommen 
worden(9). Aber es fehlt noch jeder Ansatz zu einer Systematik, jeder Überblick über 
die möglichen Ausgestaltungen, jede Einsicht in die Reichweite des Verfahrens. Die 
bisher einzige lehrbuchmässige Darstellung des Gebietes durch Massau (10) ist in 
jeder Richtung unzulänglich. 

 
(8) Z. B. eine Torsionsaufgabe von C. Runge, Z. Math. Phys. Bd. 56 (1908) S. 225 -
232. Vgl. a. die demnächst in dieser Zeitschr. erscheinende Arbeit von Hencky. 
(9) Für die Potentialgleichung: C. Runge, Nachr. Ges. Wiss. Göttingen math, phys. 
Kl. (1911) S. 431-448. Für Strömungsprobleme, namentlich in der Turbinentheorie: 
R. v. Mises, Z. Math. Phys. Bd. 57 (1909) S. 1-120, oder Theorie der Wasserräder, 
Leipzig, 1908. 
(10) Mémoire sur l'integration graphique des équations aux derivées partielles, Gand 
1900-1903. Zur Einführung weit besser ist der Artikel von Runge und Willers in der 
Encyklopädie d. mathem. Wiss. Bd. II, C 2. Vgl. a. A. Willers, Graphische Integration, 
Sammlung Göschen, Leipzig, 1920. 
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Ein für die Anwendungen sehr fruchtbarer Gedanke, der von theoretischer Seite (zur 
Führung sogen. Existenzbeweise) beigebracht wurde, ist der der „sukzessiven 
Approximationen" oder der „Näherungsfolgen". Er besteht darin, dass von einer in 
weiten Grenzen willkürlichen Funktion als erster Näherung ausgegangen und diese 
dann durch wiederholtes Einsetzen in die gegebenen Gleichungen fortschreitend 
verbessert wird. Anscheinend ganz unabhängig von der theoretischen Begründung 
hat L. Vianello diesen Gedanken in Gestalt eines zeichnerischen Verfahrens zur 
Lösung von Stabilitätsaufgaben der Elastizitätslehre (Knickung, kritische 
Drehgeschwindigkeit usw.) in die Technik eingeführt(11). Nicht nur die eigentlichen 
Randwertprobleme sind in dieser Weise lösbar, sondern auch das Problem der 
„Eigenwert"-Bestimmung (das sind eben die „kritischen" Werte der Belastung, 
Geschwindigkeit usw.) und die in Form sogen. Integralgleichungen gefassten 
Aufgaben lassen in vielen Fällen mit Vorteil eine Behandlung im Sinne der 
„Näherungsfolgen" zu. Es ist bemerkenswert, dass in neuerer Zeit dieser 
Grundgedanke auch für die Probleme der beiden früher angeführten Hauptgruppen, 
vor allem für die reine Integrationsaufgabe, aber auch für die Auflösung endlicher 



Gleichungssysteme mehr und mehr Geltung gewinnt. Vielleicht liegt hier auch der 
Weg, auf dem man einmal zu einer allgemeinen, den oben ausgesprochenen 
Forderungen genügenden Methode der praktischen Behandlung linearer 
Gleichungen mit sehr vielen Unbekannten gelangen wird. 
Es sei noch erwähnt, dass man die Zurückführung eines Randwertproblems auf die 
Auflösung eines algebraischen Gleichungssystems statt auf dem unmittelbar sich 
darbietenden Weg der Differenzenrechnung (Einführung endlicher Differenzen an 
Stelle der Differentiale) auch auf zwei andere Weisen bewirken kann. Die eine 
besteht darin, dass man zuerst zu einer sogen. Integralgleichung übergeht, bei der 
die gesuchte Funktion unter dem Integralzeichen eines bestimmten Integrals steht, 
und dann dieses Integral durch eine endliche Summe annähert. Das andere 
Verfahren benutzt die Möglichkeit, die Aufsuchung der unbekannten Funktion auf die 
Form eines Variationsproblems zu bringen, das dann in analoger Weise in eine 
gewöhnliche Maximum-Minimum-Aufgabe übergeführt wird. Dieser Gedanke hat 
sich unter dem Namen der Ritzschen Methode schnell Eingang, auch in die Technik, 
verschafft, und es sind mannigfache Aufgaben auf seiner Grundlage behandelt 
worden. Naturgemäss haben beide Verfahren nicht denselben Umfang der 
Anwendbarkeit wie das grundsätzlich immer anwendbare Verfahren der endlichen 
Differenzen. 
All diese Fragen mögen anscheinend weitab von dem Arbeitsgebiet und 
 
(11) Z. Verein. deutsch. Ing. (1898) S. 1436. 
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dem Aufgabenkreis des Ingenieurs liegen. Aber was nutzt alle Theorie der Mechanik 
und der Physik, wenn man nicht die Werkzeuge besitzt oder zu bereiten versteht, um 
im gegebenen Fall die zahlenmässigen Folgerungen aus ihr zu ziehen? 
 
4. Geometrische Fragen. Die Pflege der Geometrie, die schon im klassischen 
Altertum zu grossen Erfolgen geführt hatte, ist ursprünglich wohl durch die Aufgaben 
des Feldmessens angeregt worden. Als Grundproblem kann man vielleicht die 
„Konstruktionsaufgabe" ansehen: ein Raumgebilde, das durch hinreichend viel 
Eigenschaften definiert ist, vollständig herzustellen. Allmählich ist diese etwas 
einseitige Auffassung mehr und mehr zurückgetreten gegenüber einer 
„systematischen Entwicklung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten 
voneinander". Im Gegensatz zur Analysis besitzt die Geometrie, und zwar erst seit 
neuerer Zeit, ein durchgreifendes Einteilungsprinzip: es bilden nach F. Klein immer 
jene Eigenschaften der Raumgebilde, die gegenüber einer bestimmten „Gruppe" von 
Transformationen unverändert bleiben, ein geschlossenes Untersuchungsgebiet, 
eine „Geometrie" für sich. So kann man heute insbesondere die metrische und die 
projektive Geometrie sowie die Analysis situs einander gegenüberstellen. Bei der 
ersten bilden die Bewegungen oder „kongruenten Transformationen" die 
massgebende Gruppe, bei der zweiten die Umwandlungen durch geradliniges 
Projizieren von einem Festpunkt aus, bei der dritten, von deren Bedeutung für die 
Anwendungen noch die Rede sein wird, alle Transformationen, die in bestimmtem 
Sinne stetig erfolgen. 

Herkömmlicherweise werden zwei Gebiete der Geometrie zur angewandten 
Mathematik gerechnet, die sogen. „praktische Geometrie" oder Geodäsie 



(Feldmesskunst) und die darstellende Geometrie, die etwa in der Lehre von der 
Kartenprojektion einen Berührungspunkt aufweisen. In der Geodäsie handelt es sich 
um metrische Aufgaben, und zwar zunächst um elementare, d.h. solche, die auf den 
einfachen Kongruenzsätzen für endlich ausgedehnte Figuren beruhen, dann erst, 
sobald auf die Krümmung der Erdoberfläche und insbesondere auf deren 
Abweichung von der Kugelgestalt Rücksicht genommen wird, um Fragen der 
Differentialgeometrie. Die Geschlossenheit dieses Problemkreises und die äusseren 
Verhältnisse der praktischen Anwendung haben die Geodäsie zu einem 
selbständigen Wissenschafts- und Berufszweig werden lassen, dessen Entwicklung 
ziemlich unabhängig von der der übrigen Teile der angewandten Mathematik 
verläuft. Eine solche Isolierung wirkt auf die Dauer niemals vorteilhaft. 
Die darstellende Geometrie ist, was ihre systematische Ausbildung angeht, eng 
verknüpft mit der Geschichte der technischen Hochschulen, ja man kann 
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ihre Entwicklung geradezu als ein Symbol für diese ansehen. Hervorgegangen aus 
einer Sammlung praktischer Regeln, die, zum Teil unter strenger Geheimhaltung 
nach aussen, innerhalb enger Berufsgruppen (der „Bauhütten") von Generation zu 
Generation überliefert wurden, hat sie durch Monge, einen der Begründer der École 
Polytechnique in Paris, die feste Form eines wissenschaftlichen Lehrgebäudes 
erhalten, dessen Pflege den verschiedenen, später entstandenen Hochschulen 
überlassen blieb. Auf die Anfänge der projektiven Geometrie, die auf Poncelet, einen 
Mitarbeiter Monges, zurückgehen, hat die darstellende befruchtend eingewirkt. In der 
ersten Blütezeit der deutschen technischen Hochschulen, in den 70- und 80er 
Jahren des vorigen Jahrhunderts, in denen der Grund zu den meisten der heutigen 
theoretischen „Ingenieurwissenschaften" gelegt wurde, hat die darstellende 
Geometrie in der „Methodenlehre" Fiedlers in Zürich ein übergrosses Mass von 
projektiver Geometrie in sich hineingezogen und ist durch diese allzu theoretische 
Fassung ihren ursprünglichen Zielen stark entfremdet worden. Die Reaktion, die 
darauf eingesetzt hat und teils in einem Zurückdrängen der geometrischen 
Grundgedanken der Fragestellung, teils in fortschreitender Einschränkung des 
lehrplanmässigen Unterrichts auf diesem Gebiet besteht, wirkt heute noch fort, 
nachdem sie bereits weit übers Ziel geschossen hat. Denn wenn auch die 
unmittelbaren Aufgaben der zeichnerischen Darstellung eine weitgehende 
theoretische Ausbildung in der darstellenden Geometrie nicht rechtfertigen können, 
sie bleibt doch ein unentbehrliches Mittel der Schulung für den Bauingenieur, der 
dreidimensionale Baukonstruktionen, z. B. räumliche Fachwerke, wirklich beherr-
schen, für den Maschineningenieur, der räumliche Bewegungsvorgänge, wie sie bei 
windschiefen Verzahnungen, beim Hinterschleifen von Fräsern usw. auftreten, richtig 
verstehen will. So kann man denn nur hoffen, dass die jetzt einsetzende 
Neubelebung des Interesses an den wissenschaftlichen Grundlagen der Technik 
auch dem geometrischen Unterricht allmählich zu seinem Recht verhelfen wird. 

Dann aber wird die „angewandte" Geometrie aus der Enge hervortreten 
müssen, die ihr heute vielfach anhaftet, um sich vor allem nach zwei Richtungen zu 
entfalten. Einmal bedürfen die der Präzisionsmathematik zuzuzählenden 
geometrischen Grundbegriffe der Mechanik, der Vektor und Tensor, die Dyade, der 
Stab und die Dyname, Rotor, Gradient usw., Begriffe, die gerade in der technischen 
Mechanik zur umfassendsten Anwendung gelangen, der anschaulichen und 



durchgreifenden Verknüpfung mit dem Mutterboden der Geometrie, dem sie 
entstammen. Wie Wertvolles es hier auf dem nur scheinbar ausgeschöpften und 
vielfach als „nur formal" unterschätzten Gebiete noch zu finden gibt, haben neben 
dem grossen 
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Werk von Study (12) die in ihrer Einfachheit bestechenden, schönen Arbeiten von 
Otto Mohr(13) gezeigt; durch beide werden die besten klassischen Überlieferungen 
eines Möbius, eines Chasles, aufs würdigste fortgesetzt. Von einer Ausgestaltung 
und Zusammenfassung all dieser Lehren darf sich insbesondere die Mechanik der 
Baukonstruktionen, die ja so stark geometrisch durchsetzt ist, viel versprechen. 
Freilich scheint es, als ob die hier erforderlichen Begabungen geometrisch 
anschaulicher Richtung, selbst innerhalb des Kreises der mathematisch 
Veranlagten, besonders selten zu finden wären. 

Der zweite Punkt, auf den wir die geometrische Betrachtungsweise 
ausgedehnt zu sehen wünschen, fällt in das Gebiet der Approximations-Mathematik 
im Kleinschen Sinne. Es handelt sich um eine geordnete Entwicklung der 
Grundsätze und der Hilfsmittel des graphischen Rechnens, von dem oben 
ausführlich die Rede war. Bekanntlich hat d'Ocagne vor nicht langer Zeit durch 
Schaffung der Nomographie hier sehr wesentliche Fortschritte herbeigeführt (14). 
Man ist jetzt in der Lage, funktionale Zusammenhänge zwischen mehr als zwei 
Veränderlichen durch ebene Figuren zu beherrschen. Allein fast alle prinzipiellen 
Fragen der Nomographie harren noch der Lösung, und man wird nicht fehlgehen, 
wenn man von deren Klärung auch eine Erweiterung der Anwendungsgebiete 
erwartet. In letzter Linie liegen hier „Abbildungs"-Probleme vor, die man ja einer 
genügend weit gefassten „darstellenden" Geometrie unterordnen könnte; auch 
andere Aufgaben der zeichnerischen Rechenverfahren, z. B. die der 
Konstruierbarkeit unter Zuhilfenahme einer festen Kurve (analog den Steinerschen 
Konstruktionen mit festem Kreis), dann die schon berührten infinitesimal-
geometrischen Fragen bei der Integration gewöhnlicher und partieller 
Differentialgleichungen, weisen mehr als nur äusserliche Berührungspunkte mit den 
Begriffsbildungen und Verfahren einer allgemeinen „Abbildungs"-Geometrie auf. 

Vorhin ist auch ganz kurz der „Analysis situs" Erwähnung getan worden, jener 
Geometrie, die die Raumgebilde nur nach ganz allgemeinen Zusammenhangs-
Eigenschaften unterscheidet: Für sie sind Kugel und Ring verschiedene Körper, aber 
der Kugel gleichgestellt wird jeder Körper, der, wie ein Würfel oder sonst ein 
einfaches Polyeder, durch einen einfachen Schnitt (d.h. einen in geschlossener Linie 
um die Oberfläche herumlaufenden) in zwei getrennte Teile zerfällt. Es sieht so aus 
und hat bisher als selbstverständlich gegolten, dass eine derartige 
Betrachtungsweise, die zumeist auf sehr schwierige Fragestellungen fährt, für die 
Technik ohne jede Be- 

 
(12) E. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig, 1903. 
(13) O. Mohr, Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik, Berlin, 
1914.  
(14) M. d'Ocagne, Traité de Nomographie, Paris, 1899. Eine kurze Einführung gibt F. 
Schilling, Über die Nomographie von d'Ocagne, Leipzig, 1900. 
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deutung sei (wenigstens soweit von den mittelbaren Anwendungen in der 
Funktionentheorie abgesehen wird). Demgegenüber sei gestattet, darauf 
hinzuweisen, dass in einem bestimmten Zweig der Technologie, der freilich 
gegenwärtig noch rein handwerksmässig auf Grund überlieferter Erfahrungsregeln 
betrieben wird, eine ähnliche, wenn auch nicht die gleiche, Art der Auffassung 
geometrischer Körper zur Geltung kommt. Wir meinen die Giesserei, bezw. das 
Herstellen von Modellen und von Negativformen vorgegebener Gebilde. Hier ist die 
Aufgabe zu lösen: wie muss der herzustellende Körper in möglichst wenig Teile 
zerlegt werden, von denen jeder einzelne „abformbar" ist, d. h. bei Einführen in die 
Formmasse und Wiederherausziehen den Negativabdruck des ganzen von ihm 
repräsentierten Oberflächenteils des ursprünglichen Körpers hinterlässt. 
Beispielsweise ist es klar, dass, wie eine Kugel, jeder einfache konvexe Körper eine 
Zerlegung in zwei Teile zulässt, ebenso aber auch der durch Rotation einer Kugel 
entstandene Ring (Torus). Dagegen erfordert eine offene Kugelschale, die mehr als 
die Hälfte der Vollkugel umfasst, mindestens vier Modellteile, nämlich je zwei für die 
Aussen- und Innenfläche. Es kommt hier, wie man erkennt, durchaus nicht der 
gleiche Gesichtspunkt zur Geltung, der die Zusammenhangs-Eigenschaften der 
Analysis situs liefert, aber ein Einteilungsgrund, der ebenfalls in sehr weitem Masse 
stetige Gestaltsänderungen der Körper unberücksichtigt lässt. Wir führen dies mit 
allem nötigen Vorbehalt an, nur um zu zeigen, wie weit die Möglichkeiten 
wissenschaftlicher Durchdringung praktischer Handhabungen noch sind; an einen 
augenblicklichen und unmittelbaren Nutzen darf man da freilich nicht denken. 
 
5. Der Aufgabenkreis der Mechanik. Die Mechanik mit all ihren Verzweigungen 
nimmt einen so breiten Raum in dem Arbeitsgebiet des Ingenieurs ein, dass es 
kaum möglich erscheint, auch nur die wichtigsten, gegenwärtig aktuellen Fragen hier 
zu berühren. In drei Stufen erhebt sich bekanntlich das Lehrgebäude der heutigen 
wissenschaftlichen Mechanik. Den Grund bildet die Newtonsche Mechanik der freien 
Punkte (oder kleinen festen Körper), die unmittelbar eingeprägten Kräften 
unterliegen; sie hat hauptsächlich in der Astronomie ihr Anwendungsgebiet 
gefunden und hier fast die grössten Triumphe gefeiert, die je einer 
Naturwissenschaft zuteil wurden. Aber schon die Bewegungserscheinungen am 
physischen Pendel bedurften weiterer, über die Newtonschen hinausgehender 
Begriffsbildungen, die, von Huyghens vorbereitet, durch Euler und Lagrange ihre 
systematische Ausgestaltung erhalten haben. In der Mechanik der gebundenen 
Punktsysteme einschliesslich der starren Körper (Mechanik endlich vieler 
Freiheitsgrade) ist es der Begriff der Bewegungsbeschränkung (kinematische 
Bedingung) und der mittelbaren oder Reaktionskraft, der die 
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Hauptrolle spielt(15). Fast die gesamte Lehre von den Maschinen, von ihren 
Bewegungen und den in ihnen wirksamen Kräften, ruht auf diesem Fundament. 
Endlich hat Cauchy, gestützt auf mehrere Vorgänger, einen dritten Kraftbegriff, den 
der flächenhaft verteilten, inneren Kräfte oder Spannungen eingeführt, der es 
ermöglicht, die meisten Erscheinungen an stetig deformierbaren, festen, flüssigen 



oder luftförmigen Körpern bis zu einem gewissen Grade zu beherrschen. Ob damit 
der prinzipielle Aufbau der Mechanik abgeschlossen ist, muss angesichts des weiter 
unten noch zur Sprache kommenden, bisherigen Versagens der Hydromechanik 
gegenüber ganz geläufigen Bewegungsvorgängen zum mindesten als zweifelhaft 
gelten. 

In den engsten Rahmen der Newtonschen Mechanik fällt von Aufgaben, die 
den Techniker angehen, eigentlich nur das sogen. „äussere“ ballistische Problem. Es 
ist viel behandelt worden und gibt, wie schon erwähnt, reichlich Gelegenheit zur 
Anwendung praktischer Integrationsmethoden für gewöhnliche 
Differentialgleichungen (16). Bei der Vielfältigkeit der Anforderungen wird hier 
voraussichtlich noch lange nicht das letzte Wort gesprochen sein. 

Der Untersuchung der Bewegungsvorgänge an Maschinen ist, wenn man 
etwa die Entwicklung der Statik der Bauwerke zum Vergleich heranzieht, 
verhältnismässig wenig Aufmerksamkeit gewidmet worden. Breiteren Raum 
innerhalb der technischen Literatur hat eine Zeitlang nur die kinematische 
Betrachtungsweise der Reuleauxschen Schule eingenommen, die aber, trotz ihrer 
unbestreitbar aufklärenden Wirkung, sich bald infolge der einseitigen Ausschaltung 
der eigentlichen Kinetik als unfruchtbar erweisen musste. Es ist erstaunlich, dass 
seit Poncelet (1845) und Grashof (1875/90) kaum eine nennenswerte 
Gesamtdarstellung der Maschinenlehre erschienen ist; hervorhebenswerte 
Behandlung von Einzelproblemen verdankt man J. v. Radinger für die 
Schwungradberechnung (17), A. Stodola für die Theorie der Regulatoren (18), H. 
Lorenz für den Massenausgleich (19). Dabei liegt das methodische Rüstzeug für 
diese Untersuchungen seit mehr als hundert Jahren in der Lagrangeschen 
Systemmechanik fertig vor, deren Tag noch immer nicht gekommen zu sein scheint, 
obgleich K. Heun seit Jahrzehnten 

 
(15) Vergl. hierzu die in diesem Punkte vorbildliche Darstellung bei G. Hamel. 
Elementare Mechanik, Leipzig 1912, S. 87 ff. 
(16) Reiches Material bei C. Cranz, Lehrbuch der Ballistik, Leipzig, 1910. Vergl. auch 
Fussnote (2) S. 6, sowie die demnächst in dieser Zeitschrift erscheinende Arbeit von 
K. Popoff. 
(17) Über Dampfmaschinen mit hoher Kolbengeschwindigkeit, Wien 1892.  
(18) Schweizer Bauzeitung 22 (1893) 5. 113 und 23 (1894) S. 108. 
(19) H. Lorenz, Dynamik der Kurbelgetriebe, Leipzig 1901. 
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nachdrücklich auf sie hinweist (20), Wenigstens bemühen sich stets wieder 
Techniker mit systematisch-theoretischen Bedürfnissen, wie beispielsweise Mohr, 
um die Schaffung von Begriffen, mit denen sie in den Anfangselementen der 
Lagrangeschen Mechanik stecken bleiben. Es wäre nun dringend zu wünschen, 
dass allmählich der Bann gebrochen wird und jene Methoden für die Lösung der 
maschinentechnischen Probleme herangezogen würden; davon wird man nicht nur 
Erfolg in Einzelfällen, z.B. bei einer zusammenfassenden Behandlung aller Aufgaben 
über die Regelung des Maschinenganges, erwarten dürfen, sondern es wird 
zweifellos neues Licht auf die Grundfragen der Maschinenlehre, auch auf die durch 
Reuleaux erst nur angebahnte Systematik, fallen. In mathematischer Hinsicht kommt 
hier nur das „reine" Integrationsproblem gewöhnlicher Differentialgleichungen in 



Frage, zudem meist für lineare oder sonstwie spezialisierte Gleichungen; 
Schwierigkeiten physikalischer Natur, d. h. etwa Unstimmigkeiten zwischen dem 
Ansatz und dem tatsächlich Beobachteten, liegen in erheblichem Masse jedenfalls 
nicht vor. 

Der allgemeine Spannungsbegriff, der von Euler vorbereitet, von Cauchy 
dann endgültig präzisiert wurde, hat seinen Ursprung und bisher auch die 
umfassendste Verwendung in der Theorie der elastischen Körper gefunden, die 
bekanntlich dadurch gekennzeichnet sind, dass Spannungen und Deformationen in 
jedem Punkt einander wechselweise eindeutig bestimmen. Nimmt man, wie dies 
allgemein üblich und hinreichend genau ist, diesen Zusammenhang als linearen an, 
so führt die Theorie für die einfachen Körperformen und Belastungsfälle, mit denen 
der Ingenieur gewöhnlich zu rechnen hat, zu Ergebnissen, die sich bei einiger 
Beherrschung der zeichnerischen und rechnerischen Näherungsverfahren in fast 
allen Fällen mit jedenfalls ausreichender Genauigkeit ableiten lassen (21). Nur der 
dauernde Zustand gegenseitigen Missverstehens zwischen Mathematikern und 
Technikern hat zur Folge gehabt, dass sich eine zum grossen Teile mit der 
Elastizitätstheorie in Widerspruch stehende „technische Mechanik" ausgebildet hat, 
die den richtigen Ausgangspunkt durch angebliche „Näherungstheorien" ersetzt, 
wobei deren Begründung oft nur darin besteht, dass sie einfache 
Schlussfolgerungen, wenn auch ersichtlich falsche, gestatten. Damit soll nicht die 
„Baumechanik" im engeren Sinne getroffen werden, die 

 
(20) Z. B. in dem grundlegenden Bericht: Die kinetischen Probleme der 
wissenschaftlichen Technik, Leipzig, 1900. Eine ausführlichere Darstellung des 
ganzen Problemkreises der Maschinenlehre gibt R. v. Mises in Bd. IV der Encykl. d. 
mathem. W'issensch., Artikel 10 S. 153 -355. 
(21) Vergl. hierzu z. B. den demnächst in dieser Zeitschrift erscheinenden Bericht 
über die Lösungen des Torsionsproblems von Th. Pöschl. 
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besser Mechanik der Stabsysteme hiesse, und aus wesentlich geometrischen 
Ausführungen um einen engen Kern richtiger mechanischer Vorstellungen besteht. 
Aber überall, wo es sich um etwas anderes als dünne Stäbe handelt, liegt ein weites, 
auf lange Zeit hinaus ergiebiges Arbeitsfeld der angewandten Mathematik vor: für 
die einzelnen Problemgruppen, wie z. B. die Schubspannungs-Verteilung beim 
gedrillten oder gebogenen Balken, das Gleichgewicht der belasteten ebenen Platte 
oder krummen Schale, die Stabilität verschieden beanspruchter Stäbe oder Schalen, 
die Spannungen und Formänderungen ebener Scheiben bei beliebigem Kraftangriff 
(Kerbwirkung) usw., die erforderlichen Rechnungen nun wirklich in dem praktisch 
notwendigen Umfang durchzuführen, so dass die Fragen, die in der technischen 
Mechanik gestellt und beantwortet zu werden pflegen, auch ihre rationelle 
Beantwortung tatsächlich erhalten. - Als rationell glauben wir hierbei ein Verfahren 
bezeichnen zu dürfen, das von einem, soweit die Beobachtung reicht, physikalisch 
richtigen Ansatz ausgeht und Schlussfolgerungen durch Näherungsrechnung von 
kontrollierbarem Genauigkeitsgrad zu gewinnen sucht. 

Hier erhebt sich nun freilich der Einwand, dass die wirklichen Körper teils 
überhaupt nicht, teils nur in engen Belastungsgrenzen sich wie elastische verhalten. 
Den vor einigen Jahrzehnten unternommenen Versuch, den Abweichungen dadurch 



Rechnung zu tragen, dass man an Stelle des Hookeschen linearen ein nicht-lineares 
Spannungs-Zerrungs-Gesetz einführt (22), kann man wohl als erledigt ansehen. 
Denn die eigentlichen Schwierigkeiten bestehen erst darin, dass Spannungen und 
Formänderungen nicht mehr in eindeutiger Wechselbeziehung stehen, sondern dass 
nach Verschwinden der Beanspruchung bleibende, plastische Formänderungen 
auftreten. Die allgemeine Theorie plastischer Körper, die schon auf Saint-Venant 
zurückgeht und in den anschaulichen Formulierungen Mohrs neue Förderung 
erhalten hat (23), ist erst in neuester Zeit durch L. Prandtl bis zur expliziten 
Verwertung für bestimmte Aufgaben fortgeführt worden (24). Der Wirklichkeit 
gegenüber bleibt aber auch die Theorie der plastischen Formänderungen noch ein 
gutes Stück zurück, da sie der „Verfestigung" des Materials durch die 
Beanspruchung, also einer gewissen „Gedächtnis 

 
(22) Namentlich C. Bach, Elastizität und Festigkeit, Berlin, 1890; 8. Aufl. Berlin, 
1920. 
(23) S. 192-235 in den Fussn. 2. S. 8, genannten Abhandlungen Mohrs. Für den 
allgemeinen Ansatz und seine Begründung vergl. auch R. v. Mises, Nachr. Ges. 
Wissensch. Göttingen, math. phys. Kl. (1913) S. 582. Zusammenfassendes Referat 
in der Encykl. d. math. Wissensch. Bd IV, Art. 31, von v. Kärman und L. Föppl. 
(24) Vergl. den folgenden Aufsatz sowie Nachr. Ges. Wissensch. Göttingen, math. 
phys. Kl. (1920) S 74. 
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Erscheinung", nicht Rechnung trägt. Diese wird man erst im Zusammenhang mit der 
elastischen Nachwirkung und den allgemeineren Ansätzen Volterras zu einer 
"Gedächtnis-Mechanik" (25) beherrschen können; eine genügend umfassende 
Theorie, die sich heute, wenigstens in allgemeinem Rahmen, wohl schon aufstellen 
liesse, ist bisher nicht formuliert worden. Überhaupt darf bemerkt werden, dass die 
reichen Möglichkeiten, die verschiedenartige Festsetzungen über die inneren 
Spannungen als Funktion anderer Grössen in der Mechanik der Kontinua, 
insbesondere der festen Körper, darbieten, bisher nur sehr wenig ausgenutzt 
wurden. Ausser den plastischen und den gewöhnlichen elastischen Körpern sind in 
grösserem Umfang nur noch gewisse elastische Gebilde mit endlich ausgedehnten 
Formänderungen, durch Cosserat u.a. behandelt worden (26). Einstweilen ist hier 
die Sammlung von Beobachtungsmaterial, da sich die heutige Physik wenig um 
dergleichen kümmert, die wichtigste Aufgabe der an der Weiterentwicklung der Me-
chanik arbeitenden Techniker. 

Ganz anders als in der Elastizitätslehre steht es in dem andern klassischen 
Gebiet der Mechanik stetig verteilter Massen, der Hydrodynamik. Hier verfügt man 
noch nicht über einen Ansatz, der auch nur in den wichtigsten und scheinbar 
einfachsten Fällen, wie z. B. dem der gleichförmigen Strömung des Wassers in 
einem geraden Rohr, zu Folgerungen führte, die mit der Beobachtung in 
erträglichem Masse übereinstimmen. Man besitzt bekanntlich zwei Theorien, die der 
„idealen" und die der „zähen" Flüssigkeiten, und für jede von ihnen gibt es Gebiete, 
in denen sie unbestritten zur Geltung kommt; die Idealtheorie beispielsweise bei der 
Berechnung der freien Strahlen (vena contracta), die Zähigkeitstheorie bei der 
geordneten, laminaren Bewegung in engen Kanälen, in den schmalen, vom 
Schmiermittel erfüllten Spalten zwischen Welle und Lager usw. Auf beiden Gebieten 



liegen, noch wenig bearbeitete, Aufgaben der Approximations-Mathematik, ähnlich 
denen der Elastizitätstheorie vor. Von den meisten übrigen Bewegungen weiss man 
nur, dass sie „turbulent" sind, d.h. aus einer verhältnismässig ruhigen 
Grundströmung und darüber gelagerten, sehr unregelmässigen Vibrationen 
bestehen, und man kann nur mit Verwunderung feststellen, dass die Grundströmung 
im grossen ganzen den Bewegungsgesetzen der idealen Flüssigkeiten folgt (27). Ein 
neues Beispiel für die oft sehr weitgehende Übereinstimmung hat die in letzter Zeit 
weit ausgebil- 

 
(25) Vergl. den Bericht von Volterra im Arch. d. Math. u. Phys. (3) 22 (1914) S. 155-
182. 
(26) E. und F. Cosserat, Théorie des corps déformables, Paris, 1909. 
(27) Dieser Sachverhalt wird ausführlich dargestellt bei R. v. Mises, Elemente der 
technischen Hydromechanik, Leipzig, 1914, S. 29-33. 
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dete Theorie der Luftströmung in der Umgebung eines bewegten Tragflügels 
geliefert (28). Aber weder kann man aus den mechanischen Gleichungen den Grund 
dafür ableiten, dass bei Ausserachtlassen der Pulsationen das Verhalten der 
wirklichen Flüssigkeit annähernd das einer reibungsfreien wird, noch viel weniger 
lassen sich die Fragen beantworten, die mit dem Auftreten der Turbulenz unmittelbar 
zusammenhängen, vor allem die, welchen Umständen das Entstehen der Turbulenz 
zuzuschreiben ist (29). Nach dem gegenwärtigen Stand der Theorie muss man es 
als noch unentschieden ansehen, ob der Ansatz der zähen Flüssigkeiten bei 
genügender mathematischer Durchdringung eine Erklärung der Turbulenz zu geben 
vermag, etwa auf dem Wege einer entsprechenden Berücksichtigung der 
Wandrauheit als Grenzbedingung, oder ob die Lösung nur durch die Sprengung des 
Rahmens der klassischen Mechanik und Übergang zu statistischer 
Betrachtungsweise erhofft werden kann. Bei den grossartigen und vielfach 
verblüffenden Erfolgen, die der physikalischen Statistik in den letzten Jahren zuteil 
geworden sind, wird man vielleicht mehr der letzteren Ansicht zuneigen, die - wenn 
sie sich bewahrheiten sollte - von gar nicht abzuschätzender, grundsätzlicher 
Bedeutung für die gesamte Auffassung der Mechanik werden könnte. 
So haben wir in flüchtigem Zuge den mannigfaltigen Aufgabenkreis der 
Wissenschaft durcheilt, die mehr als irgend eine andere eine unentbehrliche 
Grundlage der schaffenden Technik bildet. Die Mechanik, die einmal Lionardo das 
Paradies der Mathematiker genannt hat, ist für den heutigen Ingenieur das 
umfassendste Arbeitsfeld geworden, dessen mühevolle Bebauung ihm fast allein 
überlassen blieb und aus dem er, wenn auch in harter Arbeit, reichlich lohnende 
Früchte zieht. 
 
6. Weitere Probleme. Schlussbemerkung. Mit den vorstehenden Betrachtungen 
über die Aufgaben der angewandten Analysis und Geometrie sowie der Mechanik ist 
die Fülle der Probleme bei weitem nicht er schöpft, mit deren Bearbeitung wir uns zu 
befassen haben. Die angeführten Problemgruppen sind nur insofern ausgezeichnet, 
als sie bei der nach der Berufsgliederung orientierten Stoffabgrenzung der 
verschiedenen Zeitschriften an keiner andern Stelle ihre zuständige Vertretung 



finden. Nun tritt aber noch eine ganze Reihe von Gebieten hinzu, die bei der 
heutigen Spezialisierung nicht mehr in vollem Umfang bei uns behandelt werden 
 
(28) Vergl. besonders L. Prandtl, Nachr. Ges. Wissensch. Göttingen, math. phys. Kl. 
(1918) S. 107 sowie das demnächst hier erscheinende Referat von Trefftz.  
(29) Über den bisherigen Stand dieser Frage unterrichtet das in dieser Zeitschr. 
demnächst erscheinende Referat von F. Noether. 
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können, die aber dem hier vertretenen Interessenkreis so nahestehen, dass sie nicht 
ganz unberücksichtigt bleiben dürfen. 
An erster Stelle sei die mathematische Statistik genannt, die mit ihren 
Ausstrahlungen nach der Bevölkerungslehre und Versicherungs-Wissenschaft auf 
der einen, nach der physikalischen Statistik auf der andern Seite, heute nicht nur 
grossen Umfang, sondern hohe und immer noch steigende, wissenschaftliche und 
praktische Bedeutung gewonnen hat. Es scheint, dass hier eine Klärung der 
Grundlagen, der Wahrscheinlichkeitsrechnung, und auch ein Ausbau der 
Lösungsmethoden für Einzelprobleme vonnöten wäre. Beide Mängel traten z. B. in 
letzter Zeit zutage bei der langwierigen, nicht ganz befriedigend abgeschlossenen 
Erörterung über das Problem der „Iterationen", das Marbe zum Ausgangspunkt 
weitgehender Angriffe gegen die bisher als allgemein gültig anerkannten Grundsätze 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gemacht hat (30). Beide Umstände bewirken aber 
auch, dass die meisten Teile der physikalischen Statistik dem logisch Denkenden 
einen höchst unbefriedigenden Eindruck machen und bei allen, Physikern und 
Mathematikern, die grössten Bedenken auslösen. Andererseits arbeitet die Statistik 
im engeren Sinn, namentlich in Fragen der Fehlerausgleichung, der 
Bevölkerungslehre und des Versicherungswesens, mit scheinbar grosser Sicherheit, 
indem sie eine Reihe erstarrter Formeln und Begriffe, wie das „Bernoullische 
Schema", das Fehlerquadrat, die normale und nicht normale Streuung und ähnliches 
mehr, weit über den Geltungsbereich ihrer ursprünglichen Definitionen hinaus, 
handhabt. In mathematischer Richtung handelt es sich heute, abgesehen von der 
ganz allgemein notwendigen Reinigung der Schlussweisen und Voraussetzungen, 
um das von Laplace zum erstenmal in Angriff genommene Problem der „Funktionen 
grosser Zahlen". Die Sache liegt so, dass man in den elementaren Formeln der 
Kombinatorik (oder eigentlich in den einfachsten Formeln der Arithmetik) die Mittel 
besitzt, um jedes klar gefasste Problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung - und die 
Statistik hat keinerlei andere Quellen, wenn sie auch manchmal meint, den 
Wahrscheinlichkeitsbegriff entbehren zu können - „grundsätzlich" zu lösen. Aber die 
Berechnung der in Frage kommenden Funktionen nach ihrer ursprünglichen 
Definition wird zur praktischen Unmöglichkeit, sobald die Veränderlichen die hohen 
Werte annehmen, die ihnen in den Anwendungen zukommen. Eine systematische, 
zusammenfassende Behandlung dieser Fragen, die sich dem Grundproblem der 
praktischen Analysis (s. oben) zwanglos unterordnen, ist seit Laplace nicht wieder 
versucht wor 
 
(30) K. Marbe, Die Gleichförmigkeit in der Welt, München, 1916; L. v. Bortkewicz, 
Die Iterationen, Berlin, 1917. Vgl. a. R. v. Mises, Die Naturwissenschaften Bd. 7 
(1919) S 168 ff. 
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den. Aber gerade die neueste Entwicklung der Analysis hat viel zu ihrer Förderung 
beigetragen (31), so dass man jetzt hoffen darf, viele bisher unerledigte Aufgaben 
der Statistik mit rationellen Methoden in Angriff nehmen zu können. 

Wie wir die Aufgaben der mathematischen Statistik an die der Analysis 
anschliessen können, so verfahren wir ähnlich, indem wir den Aufgabenkreis der 
Mechanik soweit ausdehnen, dass er die Wärmemechanik oder technische 
Thermodynamik mit umfasst. Dabei wollen wir weniger an den Ursprung jener 
Bezeichnung, die sogenannte „mechanische Natur" der Wärme, denken als vielmehr 
daran, dass die Mechanik der Dampfmaschine oder anderer Wärmekraftmaschinen 
wesentlich lückenhaft bleibt, solange man nicht die thermodynamischen 
Überlegungen heranzieht, die das „Kraftfeld" der Maschine erst bestimmen. Es war 
wohl Gustav Zeuner, der zum erstenmal mit der bewussten Absicht, dem 
Maschinenkonstrukteur zu dienen, die Grundbegriffe der modernen Thermodynamik 
zur Erklärung der Vorgänge in der Dampfmaschine angewandt hat. In welchem 
Masse sich die hierhergehörigen Probleme ausgedehnt und vertieft haben, zeigt das 
grosse, nur einem Sondergebiet gewidmete, Werk von A. Stodola über 
Dampfturbinen (32), das vorbildliche Muster eines technischen Lehrbuches, das um 
einen Kern unmittelbar praktischer Aufgaben eine Menge fruchtbarer Gedanken aus 
verschiedenen Gebieten der Theorie sammelt, neue Fragestellungen anregend, alte 
Probleme aufklärend. Nur für den, der mit dem Inhalt dieser Forschungen gar nicht 
vertraut ist, muss es ausdrücklich gesagt werden, dass diese Thermodynamik weder 
in der „reinen", noch in der „technischen Physik" genügende Berücksichtigung findet. 
Denn jene, die sich noch traditionell in eine „theoretische" und eine „experimentelle 
Physik" gliedert, beschäftigt sich ausschliesslich damit, den Bereich der erklärbaren 
Naturerscheinungen zu erweitern, und ist vollauf befriedigt, sobald es gelungen ist, 
eine neue Gruppe von Tatsachen in ein Gedankenschema sicher einzuordnen, so 
etwa wie die Differentialgleichungen der Mechanik ein Schema, einen Rahmen, für 
die Erklärung aller Bewegungserscheinungen abgeben. Derartige Bemühungen 
bilden wohl eine notwendige Voraussetzung und Vorbedingung für alle technische 
Verwertung der Naturphänomene, doch keineswegs die einzige und hinreichende, 
so wenig etwa, wie die Kenntnis dessen, was den physikalischen Inhalt der 
Elastizitätstheorie bildet, 

 
(31) Hierher gehören die neueren Untersuchungen über das sogenannte Momen-
tenproblem von Stieltjes, vgl. H. Hamburger, Math. Zeitschr. Bd. 4 (1919) S .186-222 
und Math. Ann. Bd. 81 (1920) S. 235-319 sowie G. Polya, Math. Zeitschr. Bd. 8 
(1920) S. 171-181. 
(32) A. Stodola, Die Dampfturbinen, 5. Aufl. Berlin. 
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hinreicht, um ein Bauwerk zu berechnen. Die sogenannte „technische" Physik aber 
ist teils nur eine Zusammenfassung der für die physikalische Technik, d.h. für die 
Durchführung von Experimentaluntersuchungen, in Betracht kommenden Lehren, 
teils erfüllt sie die Aufgaben, die wir hier für den eigentlichen Maschinenbau im Auge 



haben, auf bestimmten anderen Sondergebieten der Technik, z. B, dem des 
Apparatebaues, der Röhrentechnik usf. 

Nicht unähnlich liegen die Verhältnisse auf dem auch sachlich verwandten 
Gebiet der Elektrotechnik und Elektrizitätslehre. Hier hat freilich der grosse Umfang 
der praktischen und theoretischen Aufgaben schon längst zu einer Absonderung 
geführt, die bei allem Nutzen und Vorteil der Arbeitsteilung auch deren Mängel 
zutage treten lässt. Manche Fragen des Elektromaschinenbaues, wie z. B. die des 
Pendelns parallel geschalteter Maschinen, sind wesentlich mechanischer Natur und 
die der Elektrizitätslehre angehörigen Überlegungen dienen dabei nur zur 
Feststellung des Kraftfeldes so, wie das oben hinsichtlich der Thermodynamik 
erwähnt wurde. Andere Aufgaben, wie etwa die Berechnung von Fernleitungen auf 
Spannungsabfall zeigen weitgehende formale Analogie mit Rechnungen ganz 
anderer Art (hier der Festigkeitsberechnung gebogener Balken) und auch die der 
Elektrotechnik besonders eigentümlichen geometrisch-zeichnerischen Verfahren 
(Kreisdiagramme usf.) haben schliesslich viel allgemeinere Bedeutung und können 
zweckmässig von weitern Gesichtspunkten aus beleuchtet werden. Am engsten 
werden die Beziehungen zwischen elektrotechnischen Problemen und denen aus 
anderen Gebieten der angewandten Mathematik dort, wo man sich nicht auf mehr 
weniger elementare Rechenmethoden beschränken kann, sondern auf die 
Differentialgleichungsansätze zurückgeht. Es ist bekannt, dass jedes 
elektrostatische Problem ein hydrodynamisches und vielfach auch ein elastisches 
Analogen hat, und wenn auch kaum sehr häufig die ganz gleichen Fragestellungen 
in den verschiedenen Gebieten auftreten (gewisse Abweichungen sind fast immer 
vorhanden), so erkennt man doch aus dem Bestehen der Analogie, dass es sich 
mathematisch um ganz ähnliche Aufgaben hier und dort handelt, Aufgaben, die 
jedenfalls mit denselben approximations-mathematischen Methoden zu behandeln 
sind. Es schlingt so die „praktische Analysis" ein gemeinsames Band um alle 
Probleme, die auf die Systeme partieller Differentialgleichungen führen, wie wir sie in 
ihrer einfachsten Form in der gewöhnlichen Potentialgleichung kennen. Wir meinen, 
dass es nur zur Förderung all der von diesen Problemen berührten Gebiete 
ausschlagen kann, wenn wir gegenüber der - an ihrer Stelle auch nützlichen - 
Spezialisierung hier eine Gelegenheit schaffen, die gemeinsamen Züge der 
verschiedenen Erscheinungen zu pflegen. 
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In der Einleitung ist die Unbestimmtheit und zweifache Relativität, die in dem 
Begriff der „angewandten Mathematik" steckt, ausführlich dargelegt worden. Der 
flüchtige Gang durch die lange Reihe verschiedenartiger Probleme, den wir haben 
folgen lassen, wird sicherlich das Gefühl noch verstärkt haben, dass es sich hier um 
ein nach aussen unsicher begrenztes, nach innen wenig geschlossenes Gebiet 
handelt. Was wir diesem wenig befriedigenden Eindruck entgegen zu stellen haben, 
ist vor allem die Berufung auf das praktische Bedürfnis, dem Sammlung und 
Zusammenfassung lose aneinander hängender Fragen oft mehr dienen kann, als die 
glatte Abrundung eines einheitlichen Kernes. Gewiss wäre es schöner und 
ästhetisch befriedigender, wenn wir es nicht nötig hätten, zwischen den 
Stoffgebieten des Mathematikers, Physikers und Technikers die Reste 
wahrzunehmen, die von allen Seiten unerledigt bleiben. Man kann sich auch 
vorstellen, dass einmal eine Zeit kommen wird, die, die einzelnen Wissenzweige in 



einer höheren Einheit vereinigend, ein derartiges Unternehmen überflüssig 
erscheinen lässt, wie ja auch den Grossen unseres Gebietes, einem Euler oder 
Gauss, einem Newton oder Cauchy der Zwiespalt zwischen reiner und angewandter 
Wissenschaft fremd war. Allein niemand kann die Zeit und die Verhältnisse, in die er 
gestellt und unter denen er zu wirken berufen ist, frei wählen: die Erfordernisse der 
Gegenwart erkennen und ihnen nach Kräften zu dienen suchen, ist äusserer und 
innerer Umkreis der Pflicht. 

So wollen wir denn die immanente Bedeutung unserer Aufgabe, wie sie sich 
von einem weitausblickenden historischen Standpunkt aus darstellt, sicher nicht 
überschätzen. Aber wenn wir hier dem Werke, das von hervorragenden und 
einsichtigen Männern der letzten Jahrzehnte eingeleitet wurde, einen festen 
äusseren Rahmen zu schaffen versuchen, so sind wir uns doch bewusst, etwas zu 
unternehmen, was weder nutzlos noch geringfügig ist und dabei über die Kräfte des 
einzelnen nicht nur, sondern auch eines einzelnen Geschlechtes hinausgeht. Wie 
die Baumeister des Mittelalters ihre Bauten begannen, unbekümmert darum, dass 
sie sie unmöglich zu Ende führen konnten, so vertrauen auch wir, dass trotz der 
gewaltigen Erschütterungen unserer Zeit, trotz aller die Zukunft unserer Kultur 
bedrohenden Erscheinungen, sich stets die Kräfte finden werden, in dieser oder 
jener Form das Begonnene fortzuführen, solange es nottut. Denen aber, die aus 
einer Welt „reinerer" Forschung mit Misstrauen oder Geringschätzung zu uns 
herübersehen, rufen wir die Worte zu, die eine alte Überlieferung dem Heraklit von 
Ephesus zuschreibt: Entroite, nam et hic dii sunt; tretet ein, denn auch hier wohnen 
Götter. 
 
 



DIE NATURWISS E N S C H A F T E N  
Zehnter  Jahrgang. 13. Januar  1922. H e f t  2. 

Uber die gegenw~rtige Krise 
der Mechanik. 

Von i?. v. Mises, Berlin'). 

Es slnd erst wenige Jahrzehnte ,her, da gait 
die Meehanik der sieht.baren K~rper, d~ie Mecha- 
nik der wirklich beobaehtbarerL ]3ewegungen u,nd 
Kriifte, als der vollendetste, jedenfalls als ein 
vollkommen sichergestellter Teil anseres physi'ka- 
l isehen WeltbDdes. So stark wa~ des Vertrauen 
zu dem festgefiigten Aufbau der Massischen Me- 
ehanik, dab man einen ~beliebigen physikalisc2~en 
Vorgang erst dann a]s ,~511ig gekliirt ansehen 
wollte, wean er auf einen m.eehanisehen zuriiek- 
geftihrt war. Die Philosophen, die ~be;kanntIich 
gerne die Erg6bnisse einer Wissensehaf~, sobald 
sie sishergestetlt erseheinen~ zu fi'bertreiben pile- 
,gen, taten: aueh bier sin ftbriges, und so setzte 
Wilhelm Wundt an die Spitze seiner Axiom,e der 
Physik den Aussprueh: Alle I3rsaehen in der Na- 
fur sine Bewegungsursaehen. Gerade dieser enge 
Zu.s.ammen.ha.ng zwisehen den Grun,dbegriffen der 
~Ieehanik ,und der Gestaltung unseres Ursaeh- 
begeiffes beriihrt siet~ mit dem, was uns bier be- 
sch~iftigen wird. 

1. Die Mechani~ der RelativitS.tstheorie. Den 
er.stea ernsthaften AnstoB erhielt die Mechanik, 
die man fiilsehli'eh .die Ne,wtoasche nennt ~ denn 
sie sttitzt .sieh auf d:rei unabh~ngige Grundpfeiler, 
die New~o.nsehe Meehanik freier Pu~/kte, den 
Euler-Lagrangesehen Systembegriff un,d ,den 
Cauehysehen Begriff  der innerea Spannung ~ ,  
den ersten AnstoB erhielt die '.klassisehe ~echanik 
vor etwa zwei Jahrzehnten yon der Elel~rodyna- 
mik her, als man sieh ,genStigt sah, ~{assen anzu- 
nehmen, deren G¢.5t3e ~on .der Gesehwi.ndigkeit 
ebbing. Bekanntlieh hat die weitere ¥erfolgung 
dieses Pr(~blemkreises naeh ei~n.igen Umwegen zur 
speziellen und dann zur a,llge,meinen Relativitiits- 
theorie gefilhrt. Als sleh vet rued' zehn Jahren die 
Grundgedanken tier speziellea Re]ativit~itstheorle 
s]lm[:hlich in weiteren Kreisen durcl~setzten, be- 
gann man aueh vim yon der ,,Neuen Mechani;k" 
z~t ,reden, die durch je~ne Theorie ,beding't sei. Und 
wenn ieh ~heule einen Vortrag fiber ride gegen- 
w~rtige Krise der Meehanik an.gekiindigt babe, 
bi,n ieh vidlelsht aueh dem Nil~verst.iiMnis aus- 
gesetzt, als mei:nte ~ich damit .die Relativit~ts- 
me&~anik. Dem ist aber nieht so. Von dem 
Standpunkt, .den. is,h bier zu,r, GeItung %ringen 
mSehte un.d der den unmittel*baren Zusammen- 
hang rein mechanischer Beobachtungen mit be- 

~) V~rtratg, gehalten auf d er Jahresversammhmg 
tier deut~sch.en Mathematlk~er-Verei.nigun,g in Jena aom 
20. September 1921. 

stim.mten grundsiitzlichen Fragen ~betrlfft, v~n 
diesem ~Standpunkt aus erschein% die 3~[eehanik 
tier Retativitiitstheorie dt~r.ehaus nicht a]s r~vo]u- 
~ion;,tr; viel eher roSe]ate ich sie als eine ,,iibsr- 
klassische Meehani,k" bezeichnen, dean als eine 
fortschrhtliehe Entwicklung der a]ten Mechanik. 
Wie des gemeint ist, sell gleieh etwas ausftih'r- 
li,cher er]~utert wsrden~, da dies auch ,die pas- 
sead'ste t~berleitu.ng zu~ eigent.]ichen Gegenstand 
meines Vortrages bildet. 

Uberlegen wir uns einmal, welchen Eigen~ 
sehaften die Massische :[~[eehaaik i~%re aul]er- 
vrdentlich starke Steltung inn~rha~b der Gesamt- 
heit der physikalischen Wissenschaften verdan,kt, 
.so m~issen wir erkennen, dab die urspriingliahen 
Ansiitze sich nach zwd entgegengesetzten Rich- 
tungen sntwickelt haben und d, ag demnaeh aueh 
zwei ganz verschiedene Seiten an ihnen gewertet 
werden. D~r Physilcer hat eine Mechanik aus- 
gebiMet, wie sic allenthatben Ms e rstes Kapitel 
in jedem Lehrgang der 'theoretisehen Physlk auf- 
tritt, and die ich f a r  den Augenbtick etwa als 
die ,,gebundene" ~ffechani,k be~eiehnen' mSchte. 
Sie el~blickt des Entseheidende und Wertvolle in 
den Aufstellungen yon Newton, Euler-Lagrange 
un8 Cauchy da¢.in, dab d'.ureh ~ie zum ers~enmal 
dis Zusammenfassung eines gro~en Erscheinungs- 
gebietes in eine enge Gruppe yon Differential- 
gleiehungen oder noeh besser die Unter(>rdnung 
unter ein einziges Variationsprinzip .geleistet 
wird, sin ¥organg, der dana zum Muster ftir die 
Ausbildung der fibrigen Teile ,de r theorstischen 
Physlk gefiihrt hat. &ber jene alten Aufstelhm- 
gen besitzen noch elnen ganz andersartlgen ¥or- 
teil und man wird, den VerhiiFc.nissen durchaus 
ndeht gerecht., wenn man meint, dal3 .nur ein 
methodischer Unterschied bestiinde zwischen der 
eber~ gekennzeichneten ,,gebundenen" Mechanik 
und der andern, die ieh jetzt die ,,freie" nennen 
will. Fiir sie ist der hauptsiichlichste Wert der 
klassisehen Ans~tze darin gelegen, dab sie einen 
sehr locl¢eren, Iosen Rahmen ,bilden, bei dessen 
Ausffillung noah seh.r, viel Freiheit "Meibt: Man 
kann fiir das, ~as Newton die vis i~mpressa, die 
eingepr~gte Kraft, nennt, ffir des, was in der 
Eu]er-Lagrangesehen Mechanik die Kon.stitutlon 
des meehanlschen Systems ausmacht, en, d'lieh fiir 
die yon Cauehy eingefiihrte ~Spannuag~dyade,in 
weitestem Umfang willkiirliche Funl~tionen ein- 
ftih.ren, um sieh .der ,grogen ]~[annig~altigkeit der 
natfirliehen Erseheinungen .anzupassen, had ver- 
mag damit ,inhaltlleh welt iiher ,die ,,gebundene" 
~'[echani:k hinauszugreifen. Um nur ein ~konkretes 
Beispiel zu nennen: Wenn man in einem System 
starrer KSrper die gewShnliche Beriihrungsrel- 
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bang mit .den in der teehnischen 3/[eehani.k iib- 
lichen Ansiitzen als wirksam ansieh~, so bleibt 
man noeh im tlal~men der Newtonschcn Meehanik, 
aber weder die sog. Bewegungsgleiehungen zweiter 
Art, noch das IIamilto.nsehe tZrinzip liefern eine 
Lhsung. In anderen Fiil]en, wenn man et.wa die 
hleibenden Formiinderungen eines riemenartigen 
Ban.des oder der.gleiehen untersuehen will, spielen 
d,ie sehhnen Yariationsprinzipe tier ,,gebundenen" 
Meehanik .die Rolle leer laufender I{gder einer 
Masehine: sic drehen sieh ~mit, wenn man sic 
Meht aussehaltet, abet sie fhrdern das Ziel der 
Untersuehung nicht. Ieh will also zusammen- 
fassen: Die Gesamtheit der wirklieh beobachtbaren 
Bewegungs- and Krgfteerscheinungen wird bei 
~ce.item nicht darch die Mechani~ erfaflt, die der 
Physiker a]s Einleitangskapitel der lheoretischen 
Physik zu behandeln pflegt, a.ber tier ursprfing- 
liehe, ,dure,h Newton, Euler, Lagrange ~nd Cauchy 
geschaffene Rahmen ist ein so welter und dehn- 
baror, d'ag man mit tlecht bisher annahm, er 
wiirde ausreiehen um ein .Schema fiir die Erk]ii- 
rung aller beobaehtbaren me¢han.isehen ¥orgiinge 
abzugeben. - -  Dieser inhal~liche Unterschied 
zwisdmn den t)eiden Riehtungen der rationellen 
~{eehanik ist natiirlich nicht ganz unbekannt, 
aber er wird n~eht i.mmer geniigend ~deuilich her- 
vorgeh<~ben. 

Betraehten wir r-un yon diesem Standpun:kt 
aus die ,,Neue NeehanN" der, Ilelativit~tst,heorie, 
so kann kein Zweifel bestehen, .dab sic noch ,,ge- 
bundener" ist, ,als die bisherige ~eehanik der 
theoretisehen Physik. Solange nur die ,spezietle 
Relativitiitstheorie in Betraeht :kam, ]iel3 sieh 
neeh, wie Min~ows~i ge.zei,gt hat, die ,,neue" Ne- 
e.hanik ganz auf .die Form der alten bringen; man 
mul3te nu, r die Definitionen und Axiome etwas 
verallgemeinern. Gewil3 hat Minkou, ski, wa's ja 
v.on seinem Standpu~nkt aus nahe lag, den Haupt- 
vorzug tier relativi.stisehe)a Neehanik darin ge- 
funden, dal~ ihre tterleitung noeh einheitlicher 
gesehehen kann, in, dem aueh die Kontinuit~ts- 
gleichung aus dem verattgemeinerten Energie- 
gesetz folgt.; abet es hat, denke ieh, keine .gm:md- 
s~tzliehen Sehwier~keiten, die 3gink~wskisehe 
~fech,anik in der Riehtung auszubauen, wie ieh 
sic friiher als die der ,,freien" 5[eehanik gekenn- 
zeiehnet habe. Ganz a'nders steht es, wenn w~,r. 
yon der allgemeinen Re]ativitiitstheorle au~sgehen. 
Diese ist yon vornherein auf die Sehwerefel,der 
zugesehnitten, und wenn man anfiinglieh das sog. 
Xquivalenz,prinzip auch beliebigen Kriiften 
.~egentiber aussp.r.aeh., so ist es heute doch zumin- 
dest sehr zweife]'haft, ob diese neue ~Iechanik die- 
se}be Allgemeinheit yon Kraftge.setzen zul~gt wle 
die Mte. Es sehch~t, dag die 2~Ieehanik der Rela- 
tivit~tstheorie viel ahsoluter oder ,,absolutisti- 
seher" ist als die gewhhnliehe, in unserer Ai~s- 
d,rueks~veise ,,gehundener"; .sie i..a~ welt weniger 
anpa.ssungsfiihig, u.nd dies :nag in ~gewissem t~aeo- 
retisehen Sinn aueh eine Stiirke sein. Die ganze 
Fra.ge ist ,natarlieh noeh nieht im geringsten 

untersuoht, hat man sich doeh kaum el agehen<ter 
damit besehiiftigt, welchen Einschriinkungen die 
zuliissi,gen Kraftgesetze innerhalb der klassischen 
Neehanik unterworfen sind. ¥ielleicht liegt aber 
hier ein Teit de,r Griinde, die Ernst Mach in seiner 
hinterlassenen ,,Optik" zu so entsohiedener Ab- 
tehnung der Retativitiits~heorie, v~or allem vom 
Sta~dpu,nkt der Erfa.hrung aus, veranlal~t haben. 
Freilich darf man nie vergessen, dal~ die Einstein- 
sehe Theorie ,die Anpassung tier 5[eeha.nik an das 
alteste and .bedeutendste .Erseheinungsgebiet, die 
Bewegung der IIim,melskhrper, erst vollendet hat, 
und alles, was ieh llier gesagt h~be, soll durchaus 
kein U,rteil, noeh weniger eine Aburteilung der 
Relativitiitstheorie sein, sondern nur i,hr Verhalt- 
nis zu tier Frage kennzeichnen, mit der ioh reich 
eigentlich besehiifti.gen will. 

2. Entwick~ung des Hauptprobtems. Diese 
Frage, in deren negativ~r Beantwortung ieh das 
Kritisehe in dem heutigen Zust.ande .der ~eehanik 
erblieke, lautet, auf die kiirzeste Form gebraeht, 
so: Khnnen wir noch annehmen, d.al3 nile Be- 
wegungs- nnd Gleiehgewiehtserscheinungen, die 
wir .an sichtba,ren Khrpern be(cbachten, sich in 
dera tlahmen des Newtonschen and der daran an- 
~miipfenden. Ansiitze erk~liiren lassen? Mii anderen 
Worten: L~l~t sich jede Bewegung eines beliebig 
a.bgegrenzten Nassenteils in i'hrem zeitlichen Ab- 
lauf da,durch ein, deutig bestimmen, ,dag man den 
Anfangs'zu.stan4 gibt und irgendavelche K, raft- 
oder Spannunqsgesetze als w~irksam ansielr¢~ Vor 
wenigen Jahren a och hiitte man kaum gezhgert, 
die Frage mit ein,em ,glatten ,,Ja" zu beantworten. 
Auch heute sind wir nicht so welt, sic entschie- 
den verneinen zu khnnen, noch vieI weniger khn- 
hen wir .in allen Ei.nzellheiten .sehen, was Zil den 
alten Begriffsbildungen hen hinzu,zutreten hat. 
Allein ieh will bier doch zu zei,gen, versuehen, dalt 
der Tatsaehenbestand, den wir heute 5esitzen, as 
als in hohem Nalle unwahrscheinlieh erkennen 
l~l~t, dag jenes Ziel tier kI,assisehen Mechanik je 
erreieht werden khnnte, und dab ganz besti, mmte 
andere, iibrigens nieht mehr ungewohnte ~ber- 
legungen ,den starren K,au,s.alaufbau .der klassi- 
sehen Theorie a~b.zulhsen oder zu e, rgiinzen 'berufen 
sind. 

Das nmfassendste tm,d getiiufig.ste Ersehei- 
nun.gsge'biet, das man mit den Differential.glei- 
chur~gen der Meehanik ~bisher nieht in EinMang 
zu bringen vermoeh¢ hat, stellt die Bewegung der 
F14~ssigteeiten in zahlloseI~, .der unmittel,baren De- 
obaehtung 'zug~ngliehen F~llen ,da.r. Wenn wit 
Wasser dutch ein zylindrisches Rohr gleichfhrmig 
fliegen lassen, so miissen wir dabei, je nach den 
Abmessungen, zehn-, hundert- oder tausen, ctmal 
mehr Druek aufwenden, als dem Poiseuilles<~hen 
Gesetz entspricht, das eine unmittel'ba.r.e Folge- 
rung der Theorie ziiher Fliissigkeiten ist. :Man 
well3 sehon s.eit Poncelet d'nd Saint-Venant, dag 
diese Unstimmigkeit daher rN~rt, dalt .d'ie Be- 
wegung .des Was.sers ,gar keine gleiehfhrmi.ge ist, 
~on.dern ~ich za:hllose kleine, n~regelmiil3'ige Pulsa- 
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tioaen a'ber eine verhSltnismSl]ig ruhi'ge Grund- 
beweg,ng lagern. Die meehanisehen Differential-  
a'leiehuogen k~;nnen abet ihrem urspriingliehen 
~inn naeh nu,r flu' die wirklichen Beweguno'en 
atler Einzelteilehen gelten end besagen nichts 
iib~zr die Schei.rzicerte xon Druek end Gesehwin- 
di.:,,kei% dig durch eine unLeabsiehtigte Mit~elwert- 
1,ihiun~ nac.h Or~ und Zeit zustande kommen. 
Vom praktisehen Standpunkt  aus lag es nahe zu 
untersuehen, ob sieh nieht unmittelbar Gesetze 
fiir die Grundbewegung auffi.nden lassen. Dies 
ha.t znerst Boussinesq unternommen, indem er e~n 
System von Differeudalg]eiehungea garb, .das sieh 
ton dem 'klassisehe~t fi'tr ziihe Fltissigkeiten .da- 
dul'eh untersehied, dag au Stelle ,des konstanten 
Reibu~gskoeffizienten ein passend ~-eriinderlieher 
..Tu,rbu]en.zkoeffizient" trat. Die It~tegrale d[eser 
(lleiehungen sollten Dru.e.k und Gesehwlndigkeit 
der Grundbewegung darstellen, doeh sin4 sic der 
mathematisehen Sehwierigkeiten wegen kaum 
aueh nur in ei.~em entsehei, dendeu Fall aufgefun- 
den worden. Eine welt einfaehere Theorie habe 
ieh im J, ahre 1908 entwiekelt ~) end ich glaube, daft 
sie du.r.eh alle bisherigen. ErfaSrungen nu t  bestii- 
tigt worden ist. Ih r  Grundgedanke ist der:  Die 
Gesct~windigkeitsverteilung d.er Grundbewe~mg 
eines tur.bMenten Zustandes .geniigt dem Diffe- 
rentialgleiehun~ssystem, das man au.s dem Euler- 
seheu Ansatz fiir i.d,eale Fliiss~gke~ten e,r,hiilt, 
wenn man daraus den Druek eliminiert (und das 
man das Helmholtzsctm nennen kann, d a e s  in- 
haltlieh mit den Helmholtzsehen Wir~bels~itzen 
iibereinstimmt). Daft dieses Gleiehungssystem 
nie ht eindeutig ist und dag far  die Druekvertei- 
lung noeh weitere Annahmen erf(~rderlieh sind, 
gibt nur  ,die wil'Nommene Gelegenheit zur An- 
passung der Theorie an 'die Beobaehtungen. Ieh 
mbehte yen neueren Ergebnissen besonders die 
mit ,der Beo'baehtung so gut iibereinstimmende 
Leh.r.e vom Tragfliiehenauftrieb ~md die yon der 
Wirb.el,bildung Mnter einem in ei.ne StrSmung 
eingetauehten KSrper ats Bestfit]gun~en meiner 
Auffassung in Ansprueh ne%men. 

Aber wie dem a uch sei, ob .die Boussinesqsehe 
Theorie oder meine - -  eine drit.te ist ~isher nieht  
bekannt geworden - -  die Erseheinungen besser 
wiedergibt, mit .der eigentliehen Meehani,k i,m 
klassisehen Sinne hat das niehts zu tun. Denn 
diese erhebt den Ansprueh, gerade ,die vielfiiltig 
verwlrrte Bewegung ,der Einzelteilc~en erkI~ren, 
also vor al]em in ihrem zeittlehen Ablauf  dar- 
stelIen zu kSnnen; der Verla.uf der verhiiltnis- 
miil]ig ruhigen Grund~bewegung miigte sich da- 
neben yon selbst,, jedenfa]Is o.%ne weitere An- 
nahmen, wit  sic die vorgenannten Theo, r ien brau- 
(~hen ergeben. Es ist bekannt, in welcher Weise 
s~eh hier, da man ja in erster Linie station~ire 

~) V~gl. meinen Vortrag auf der Naturforseherver- 
,~amm}ung in K61n 1908, Jahresber. d. deuts eh. Mat~he- 
rnat.-~er. 17, 1908, S. 319--320, oder Zeitsehr. f. d. 
ges. Tnrbi.nenwesen 1909; ferner Elemente tier techn. 
I{ydromeel~nik, I, Leipzig 1914, S. 29~33 .  
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oder quasi-st, atim~:,ire Zust inde untersuehen will, 
das urswangl iche Anfangswertproblem der Inte- 
gration in ein Rand~vertproblem verwandelt. 
dessen mathematisehe Behandlung iiul~erst schwie- 
rig ist, (lessen Erledigung noch in wei'ter Ferne 
zu liegel~ s c h e i n t . . .  Zwei Zugih~ge ~lat man 
zun~iehst zu ,bahnen versueht. Lc~r.d Kelvin% dam~ 
Lord Rayleigh und zuletzt Sommerfeht .haben di~ 
~[ethode der kteinen Sehwingunaen herangezogen. 
das Ergebnis w.ar, wie man weig, ein negatives. 
Und Prandtl meinte, wenigstens in dem Rand- 
gebiet der turbulenten Bewegung in der Niihe de.r 
begrenzende.n festen KSrper, der sot. ,,Grenz- 
sehieht", in der die Gesehwi,ndi.akeit .d'er Grund- 
bewegung fast unver,mittelt auf Null .herabfiillt. 
die ¥erhiiltnisse mit  den klasslsehen Differential-  
gleiehungen der ziihen Fl~'tssigkeit .beherrsehen z~ 
k5nnen; aber aueh hier z~igte sieh, dal} man quan- 
titative ~bereinst immung nieht erh~lt, ,o,hne zu 
Annahmea zu. ~r.eifen, wie sie alas Wesen der 
beiden .sn,gefiihrten, phiinomen/)logisehen Theorien 
ausmaehen. Es steht heute so, und die noeh nieht 
abgesehlossenen Arbeiten Oseens diirften daran 
kaum etwas ~ndern: Die kleinen, mit  freiem A~uge 
beo.baeht'baren, aul~erordentlieh weehselvollen, un- 
regelm~l~i,g sehwanker~d'e,n, fast zitternden Be- 
wegungen der Einzelteileheu einer ,i.m Ganzen 
ruhig strSmen,den Flassigkeit  entziehen, sich der 
Verfolgllng und Da.rstelIung i~ Sinne der ~lassi- 
schen Mechanilc. Sie weisen ge~bieterisch hin auf 
eine ganz andere, in .den ]et:zten J-ahrzehnten aalf 
vielen Gebieten der Physi~k immer mehr zur Gel- 
tung kommende Betrachtun,gsweise: au f  die sog. 
physikalisehe oder, wie wit hier sagen wollen, die 
mechanlsche StatistiC. 

Ich mul3, ehe ich zu einer genaueren Umg.ren- 
zung dieses Begriffes .komme, kurz einen Punk t  
beriihren, der reich selbst ]ange Zeit gehindert  
hat, die allgemeine Bedeutung der hier vortiegen- 
den Yer.hiiltnisse zu erkennen. Es sieht so aus, 
a]s wiir,de es sieh bei der eben 5eschriebenen Er-  
seheinung der Turbulenz um einen ~anz verelnzelt 
dastehenden Fall innerhalb oder im Gegensatz zu 
der ganzen iibri,gen Iv[eehan]k ~handeln. Nan  
denkt unwillkii.rlieh an die vortreffliehe U.berein- 
sti, mmung der Elastizitiitstheorie mit dem wirk- 
lichen Yerhalten der meisten festen KSrper. Und 
gewil] sind an den Leistungen dieser Theorie die 
For,derungen e.r.waehsen, ,die man an die Lehre 
yon den Fl~ssig~keiten stellt, .oh,ne sie dort befr.ie- 
digt  zu linden. Aber, wenn man niiher zusieht, 
erkenng man, dab die Dinge hi.er gar nieht  so sehr 
anders liegen. Denn .die wirkliehen KSrper ver- 
halten sieh doeh nur  in gewissen Grenzen ela- 
stisch, ~bis zu bestin~mten, ihnen eigentiimliehen 
HSehst:spannungen - -  dari.n liegt ein.e, wenn aueh 
nnvoll.kommene Analogie zu jener vielgesuehten. 
noeh wenig aufgekt'iirten kritischen Grenze, bei 
der die laminare Fliissigkeitsbewegun,g in die tur- 
bulente umsehl£gt. Das Wesent~i&e aber sdheint 
mir dies zu sein: Is t  die sot. Elastizitiitsgrenze 
bei~m festen KSrper iibersehritten, ~:ritt 'd~r so.g. 
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Fliegzustand ein, den wir mit einem yon Saint- 
Venant begriindeten Gleichu~gsansatz noeh eini- 
ger maBen za beherrschen g]auben, da 'zeigt sich 
doch dem Beobachter, dag innerhatb der zahllosen, 
endlich ausgedehnten und unter dem Mikroskop 
deut, lich erkennbaren Kristalle oder Kristallit, e 
des Kbrpers Lagen- ~nd Riehtungsanderun.gen 
vor sick ,gehen, .die nicht a'nders als statistisch za 
erfassen sind. Die Saint-Venan~sehe Plastizitgts- 
theor[o spielt also hier eigent]ieh nur die Rolle 
der beiden fr~iher genannten ph~ia(~menologisehen 
Theorim~ ~iir die Grundbewegung einer ~ur:bulen- 
ten Strbmung. Und diese Kristallite sind nieh~ 
etwa hypothetische Atome oder :~[olektile oder gar 
nur die Bausteine yon solchen, wie die moderne 
Physik sic gerne und erfol~r.eieh handhabt, son- 
dern durehaus sieht'bare Kbrper mit durehwegs 
endliehen, bestimmbaren ~assen. K_ein :genseh 
denkt daran, dab sieh die Bewegun,gen diese.r Kri- 
stalle beim Fliel]en des festen KbrI~er:s eindeutig 
naeh den Gesetzen der 3~[eehanik, etwa aus tland'- 
bedingungen und Anfangszustand bestimmen 
lassen. Und was ist es schliet~lich ~nderes mit 
tier vieldurchforsehten, seit bald hundert Jahren 
bekannten Brownschen Bewegung? Wit haben 
un.s lgngst damit abgefunden, bei dieser offen- 
kundlg meehanischen ErschMnung die Forderung 
des einde'utig kausal bestimmten Geschehens fallen 
zu lassen and ,uns mit einer Theo~rie zufrieden 
gegeben, hei tier die Gesetze der klassisehe~ ~{e- 
ehanik zwar nieht vbllig ausgeschaltet, abet doeh 
za einer sehr bescheidenen RolIe yon besehrgnkter 
Tragweite veru.rteHt erschMnen. In der Tat 
s~eht es also so, dab nicht mehr die Frage, ob 
fiberhaupt statistische Betrachtungsweisen .zur Er- 
kliirung gro'bsinnlieh wahrnehmba~rer tlewegungen 
heranzuziehen seien, erbrtert werden mull, son- 
dern d.as weit schwierlgere Problem erbffnet sieh: 
Wo ist die Grenze zwischend'en Geltungsberei- 
ehen d'er beiden Ansehauungs,weisen u~n,d in wel- 
ehem Yerh~ltnis stehen die Voraussetzungen nnd 
die A~bleltungen der mechanisehen Statistik ztt 
den Grundlagen, S~'itzen und Ergebnissen der 
Newton-E'uler-Lagrange-Cauchyschen 3/[eehanik? 

3. Die mechan.lsehe Statistilc. Es ist anl3er- 
ordentlieh sehwierig, fiber diesen Punkt etwas 
tIinreiehendes und zugleieh Verstiindliches zu 
sagen. Denrt leider ist die En~wieklung der 
Wahrseheinlichkeitstheorie in den letzten Jahr- 
zehnten sehr vernaehliisslgt oder zumindest auf 
h~chst abwegige Bahnen gelenkt w.orden. Nan 
ist, teilweise unter dam Einflusse Poincar&, der 
in seinem schbnen Buehe, dem beriihmten ,,tours 
de probab.ilit6" eine Ffille hfibseher A~fgaben in 
geistreicher Weise hehandelte, allm~hlieh damn 
gelangt, die Wahrseheinliehkeitsreehnun~ beinahe 
in alas Gebiet der ,,Mathematiseben Unterhal- 
tungen und Splele" zu verweisen, und bat ganz 
das Geftihl daffir verlo,ren, dal] es sicb hler nm 
eine ernsthafte naturwissensehaftliehe Theorie 
ffir eine bestimmte Klasse beobaehtbarer Ersehel- 
nungen hande]t. Die Wahrscheinlichkeitsreeh- 

hung ist ein Teil d~r theoretischen Physil~, ebenso 
wie die Massische ~[echanlk oder die Optik, sic ist 
eine vb]llg in sich gescJalossene Theorie gewisser 
Fhiinomene, der sog. Massenerseheinungen, gleich- 
giiltig oh diese nun mechanischer, elektriseher 
oder anderer Natu,r sind; sie arbeitet, gena~u wie 
jede andere physikalische Theorie, mit bestimmten 
Voraussetzungen, die sich in Mar formulierbare, 
die Grund.begriffe definlerende Axiome zusam- 
menfassen ]assen, und leitet aus diesen deduktD 
ihre Sehliisse ab. Zwei entscheidend~e Grundtat- 
saehen mug ich hler hervorheben: Erstens, die 
Wahrseheinlichkeitsrechnung vermag ihre Resul- 
rate immer nur arts gegebenen Wahrscheinlich- 
keiten z~ errechnen, so wie etw~a die ~eehanik 
nur aus gegebenen Anfangsgesehwindigkeiten die 
sp~teren Gesehwindigkeiten eines ]~brpers be- 
stimmt; diese Ausgangswerte der Rechnung ,er- 
scheinen in der Regel, aber nicht immer, in der 
Form yon Annahmen iiber sog. ,,gleichmbgliche 
F~i]le". Zweitens, die Wahrschein]ichkeitstheorie 
kann aus den Daten, die ihr in einem ko~kreten 
Fa]le geboten werden, ~iemaIs etwas anderes als 
Wahrschein~ich~eite~ ableiten, also G.renzwerte 
~o.r~ relatlven Hiiufi~keiten innerhalb unb~grenzt 
gedaehter :Fo]gen yon Vorgiingen oder Ersehei- 
mmgen; insbesondere ffihrt 'sic niemals zu elner 
bestimmfen Aussage fi~be~ den zeitlichen Ablauf 
eines Einze]vorganges und kann ~so niemals in 
unmitte]bare Konkurrenz Creten mit einem Er- 
gebnis der 5[eehanik oder der fibrigen determini- 
stischen Pbysik. Ihre ];[eehffertig, nng erh~It die 
Wahrseheinliehkeitsreehmmg 'dureh die lltberein- 
stimmung ihrer Folgerungen mit der Erfahrung, 
eine l~bereinstimm'ung, die in allen bisher .dureh- 
gefiihrten Fii]len mindestens so gut ist wie die 
irgendeiner 'sonstigen physikalisehen Theorie. 

EIS fragt sieh nnn, in weleher We ise diese 
Grun, dsiitze einer rationellen statistlschen Theorle 
auf meehanisehe ~o,rgiinge an zuwenden sind. Ieh 
will dabef ausdriicklieh betonen, dab ieh nieht an 
hypothetlsche l~olekfile, Elektronen, a-Teilehen 
oder dgl. denke, sondern nur Bewegungs- und 
Gleiehgewichtserseheinungen an sinnlieh wahr- 
nehmbaren ~assen iln Auge ,babe. Wit kbnnen 
uns die Yerh~i]tnisse an einem bekannten Beispiel 
aus der ~fechani,k der starren Kbrper veranschau- 
lichen. Das so,g. Galtonsche Brett besteht a u~ 
einem durch N~gel gebildete.n regelmiil3igen 
Gitter, in dem Kugeln. oder be~sser kreisrunde 
Se,beibohen, deren GrbBe gerade dem N~ge]- 
abstand entsprich%, herabfallen. L~13t man a]le 
Scheibehen aus einer Ze~le der obers~en ]leihe 
fallen, so kommen sie .bekanntlieh in der letzten 
Reihe ia einer Verteilung an, die ~nehr oder 
weni,~er genau dem Gau~schen Fehlergesetz ent- 
spricht. Dieses Ergebnis ]iittt sic, ll aus dlen Siitzen 
de.r klassisc.hen ~[eehanik in kelner Weise folgern, 
ja es fehlt uns jede ¥orstellung da'v,on, wle eine 
solehe Ableitung aussehen kbn'nte. 3£an kann 
yore Standpunk~ der ]~[eehanik nur zweierlei ver- 
suehen: Entweder m~,n .idealisiert die Aufgabe 
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~,, weit, dal.I man alle AbsSinde als vSllig exakt,  
alle Seheibehen als ideal kre is fSrmig ansieht  
~sf., dann erh[itt man i iberhaupt  ga.r. ~keine Aus- 
k , lnf t  dariiber,  wie Bin soleher :I(Srper sich be- 
wc~t, jeder  der  geometriseh mSgliehen W e r e  
l iefer t  aueh elne L~;sung der  Dif ferent ia lg le l -  
chungcn. Oder man sueht seinen Trost  darin.  
(lab ~)eim Einsehlagen der  N~igel, bel I-Ierstelhmg 
d,.r e{nzelnen Sehei.bd~en, bet ihrer  E4nfi ihrung 
in die Ausga.ngszel]e nsw. Unre~,etmiil~ia'keiten 
vorkommen trod ,dab diese, zu,sammen mi t  
iiul.~eren StSrungen,  wie Luf tbewegungen ode,r, dgl. 
die Bahnen e indeut ig  bestimmen. Der Trost  ist 
ein nur  sehwaeher, denn prakt isch 'blei~ben die 
Bahnen naeh wle ve t  unbest immt,  da es kein  
~[it tel  gibt. die einflul~nehmenden Elemente zu 
bestimmen. Es is t  ganz gleiehgii l t ig,  ob wit  an 
der Annahme festhal ten,  die Bahnen wiiren be- 
st lmmt,  wenn wi~r die genauen Anfang~bedlngnn-  
a'en ~md alle Einfl i isse kennten ;  denn da wir 
keine Auss ieht  haben, die Kenntn i s  je zu er- 
]an ten ,  ~o i s t e s  elne Annah,me. yon der sleh hie 
¢,ntseheiden lii~t, ot) sic r ieh t ig  is t  oder nieht,  also 
e~ne n leht  wissensehaftl iehe.  Das allein Wesent-  
t iehe ist :  Die  3£etho,den der klassisehen N:eeha- 
nil< versagen dem Problem gegenfiber vollstiindig, 
.die der Wahrsehe in l iehke i t s reehnung l iefern hin- 
gegen Bin ganz Mares, mi t  d er Erfahrun.g iiber- 
e ins t immendes  Resultat .  Dieses ha t  n icht  etwa 
die F o r m  einer Aussage der  Neehani 'k oder iiber- 
haupt  der  .determinist isehen Physik,  d. h. es legt  
nieht  den A~blauf tier Er sehe immg ein.deutig feat, 
sondern lau te t  n, ur :  I s t  ,die ZahÂ der Ei n,zelkSr.per 
u.nd die Zahl tier Niigelreihen hinre iehend ~ grolL 
so ist  in, der iibergro[2e.~ Meh.rheit deir Fiille elne 
¥ e r t e i l u r ~  naeh dem Gauftsehen G e ~ t z  zu erwar-  
ten. Dies I tesu]tat  gewinnt  man natf i r l ieh nur  auf  
Grund  best immter  Ann~hmen fiber die  Ausgan,gs- 
wat~rseheinliehkeiten, Annahmen,  d~e. wle sehon 
erwShnt, in tier sfati.stisehen Theorie  di,esel~be Ro]le 
spielen w.le ,die, ,wil lki ir l lehen" Kra  ftgesetze.oder .die 
Anfangsbedingungen der Newtonsehen ~l:eehanik. 
Es set nu t  nebenbei b emerkt,  dab .man im Fal ]e  
des Galtonsehen ]3rettes keineswea's ether so engen 
Vorau.ssetzung bedarf ,  wie der in elementaren Ab- 
le i tungen zugrunde ,gelegten, es bestiinde jedesmal  
die Wahrse2~ei.nl'iehkeit N fi ir  das Ausweiehen 
naeh tier einen oder andern  Seite - -  diese V o f  
aussetzung ist  in :der Regel  gar  nleht  erfi i l l t .  

Naeh diesem Schema des ,Galt,onsehen Bret tes  
babe ieh zuniiehst elne vollstiin.dige Theorie  der 
Brownsehen Bewegung durehgef i ihr ta) .  Sie ge- 
lan,o't zu Ergebnissen,  die allerdi,ngs nieht  Men- 
ti:seh sind, abe, r. ]eieht in E ink l ang  ge~braeht wer- 
den kSnnen mi t  den Erge'bnissen de'r iilferen 
Theorien yon v. Smoluchowski nnd Einstein. Der 
Untersehied hesteht  haupts~ichlich dar in ,  dal] bet 
mir ausdri ickt ieh ga,nz besti,mmte, expliei~ aus- 
gesprochene Annahmen fiber Ansgangswah r- 

s) PhyMkalische Zeitaehrift 21, 1920, S. 225 hie 232 
nnd 256 bis 262. 

v. Mises: ( 'bet  (lie g'egenw~i.rtige Krise tier Mechanik. 29 

scheinlichkeite~L an die Spiize gestel l t  w e r d e n -  
A n n a h m e n  die, wie ,gesagt, die Rolle der  K r a f t -  
cesetze in den ]'rc)blemen ,der gewShnliehen )~[e- 
(:hanik spieleu ....... , dab ferner  in ke iner  Weise, 
auch nlcht  versteckt,  yon der ber i ieht ig ten  Ergo-  
denhypoihese Gebraueh genlaebt  wird,  und daft 
e, ,dlieh <lle SehluBsStze ei,ne Fo rm annehmen, in 
der sic rlieht als deterInlr~istische Aussa.~en in der 
Ar t  der  .klassiseh;,n Phys ik  erseheinen. Dar in  Ia,g 
ja, wie Ei~sle;.~ hervorgehoben hat, ein un- 
ertr i i¢l ieher Wi, tersprueh der fr i iheren Theorie,  
d'ag man den A.btauf der E r sehe immgen  einmal 
du,reh physikalische oder meehanisehe Gesetze als 
e indeut ig  best lmmt ansah, ,dann aber yon ganz 
and'erer Seite her  zu Aussa,gen ii~ber diesen Ab- 
tauf gelangen zu k6nnen meinte.  :Besonders offen 
t r i t t  dieser Wi:derspl;ueh in der Bol tzmannsehen 
Fassun.g .der Gastheorie za tage  (die a l lerdings  ml t  
den hypothefisehen Molekiilen und n leht  mit be- 
,~'baehtbaren ~Iassen zu tun hat. b ier  also nur  als 
Analo.~ie herangezogen we rden kann) ,  we man zu- 
erst  die Gesehwindi~kei ts i inderun~en naeh den 
Gesetzen des elastisehen St.oges bereehneg und 
dann d~ureh l tberlegung'en rein s tat is t iseher  A r t  
diese 1Reehnnngen durehlcreuzL 

Ieh  wil l  nun auf  Einzelhei ten  nieht  wetter  
eingehen u,n~l auch n ieht  auf  .die F r a g e  zuriiek- 
,kmmnen, in weleher Weise  i~ den f r i iher  erwiihn- 
ten Problemen der Turgulenz  und des F]ieBens 
fester  S tof fe  die s ta t is t isehe The~r ie  aufzuhauen 
wiire. Was  ieh mit  meinen .bisheri.gen VerSffent-  
liehun.ger~ ~) angest rebt  .babe, war  nur ,  d ie  be- 
gr i f f l iehen  Sehwier igkei ten a.us dem Wege zu 
riiumen und eln loglseh m5gliehes Sehema meeha- 
nisehet, Statis~i~k anzu,ge~en. Ge~,il~ erhe,ben sich 
noeh grebe und mannigfMtige  Sehwier igkei ten  
anderer  A r t  und vor allem wer,den u~.s, davon bin 
ieh iiberzeugt, gewisse Ent t i insehungen n ich t  er-  
apart  'bleiben: ¥ i e l e  Fra,gen, die n,ns heute  ganz 
nat i i r l ieh nnd selbstverst~indlieh zu seln seheinen, 
werden sieh ats endgiilti~g unb.eantwort:bar her~us- 
stellen, so etwa wie seinerzei t  d ie  Newtonsehe 
t I i 'mmelsmeehanik d ie  F r a g e  Keplers naeh der 
GrSl~e tier Ead ien  der Planete.n!bahnen nieht  be- 
antworte t ,  soMern  aus 4er  wissensehaftlie.hen 
Bet  raehtung a usgeschattet  hat .  Aber  wie dem 
aneh sei, mag der Verzicht  grol] odor klein 
seth,, uns sehwer oder le icht  fallen, es schien mir  
u nausweidfl ich,  e inmal  of ten  und Mar auszu- 
~prechen, dab es innerha]b der rein empi.r,ischen 
~'[eehanik Bewegungs- ~lnd Gleieh~ewiehts~vor- 
~-5nge gi,bt, d i e  s ieh e iner  ErkNirung auf  Grund  
der mechanischen JOiffe, rentialgleichu~gen auf  die 
Dau er entzlehen und den Aufbau  e~ner ,geschlos- 
senvn Theorie  tier ~echanischen Statistil~ ver- 
lan,gen. 

a) V,gl. ia,sbesond.ere die oben an,gefiihrte Ar,bei?~ in 
d'er Physik. Zeitsehr.; ferner: Grun41agen der Wuhr- 
scheinlichl~eitsrechn~aa,~. Sixth. Zeitsehr. 5, 1919, S. 52 
his 99 und eine leieht verst~ndlich,e D.arstellung in: 
Die N~aturwi~ssenschafben 7, 1919, S. 168 bis 175, 186 
b~ t92 und 205 his 209. 

Nw. J92-2. 5 
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A Model of General Economic Ecuilibrium1 
The subject of this paper is the solution of a typical ec-onomic equation system. 

The system has the following properties: 
(i) Goods are produced not only from " natural factors of production," but in 

the first place from each other. These processes of production may be circular, i.e. 
good G1 is produced with the aid of good G2, and G2 with the aid of G1. 

(2) There may be more technically possible processes of production than goods 
and for this reason " counting of equations " is of no avail. The problem is rather 
to establish which processes will actually be used and which not (being " unprofitable"). 

In order to be able to discuss (i), (2) quite freely we shall idealise other elements of 
the situation (see paragraphs I and 2). Most of these idealisations are irrelevant, but 
this question will not be discussed here. 

The way in which our questions are put leads of necessity to a system of inequalities 
(3)-(8') in paragraph 3 the possibility of a solution of which is not evident, i.e. it 
cannot be proved by any qualitative argument. The mathematical proof is possible only 
by means of a generalisation of Brouwer's Fix-Point Theorem, i.e. by the use of very 
fundamental topological facts. This generalised fix-point theorem (the " lemma " of 
paragraph 7) is also interesting in itself. 

The connection with topology may be very surprising at first, but the author 
thinks that it is natural in problems of this kind. The immediate reason for this 
is the occurrence of a certain " minimum-maximum " problem, familiar from the 
calculus of variations. In our present question, the minimum-maximum problem 
has been formulated in paragraph 5. It is closely related to another problem occur- 
ring in the theory of games (see footnote i in paragraph 6). 

A direct interpretation of the function 0 (X, Y) would be highly desirable. Its 
role appears to be similar to that of thermodynamic potentials in phenomenological 
thermodynamics; it can be surmised that the similarity will persist in its full 
phenomenological generality (independently of our restrictive idealisations). 

Another feature of our theory, so far without interpretation, is the remarkable 
duality (symmetry) of the monetary variables (prices yj, interest factor f) and the 
technical variables (intensities of production xi, coefficient of expansion of the 
economy a). This is brought out very clearly in paragraph 3 (3)-(8') as well as in 
the minimum-maximum formulation of paragraph 5 (7**)-(8**). 

Lastly, attention is drawn to the results of paragraph ii from which follows, 
among other things, that the normal price mechanism brings about-if our assump- 
tions are valid-the technically most efficient intensities of production. This seems 
not unreasonable since we have eliminated all monetary complications. 

The present paper was read for the first time in the winter of I932 at the mathe- 
matical seminar of Princeton University. The reason for its publication was an invita- 
tion from Mr. K. Menger, to whom the author wishes to express his thanks. 

i. Consider the following problem: there are n goods G1, . . . , Gn which can 
be produced by m processes F1, . . ., Pm. Which processes will be used (as 
"-profitable ") and what prices of the goods will obtain ? The problem is evidently 

1 This paper was first published in German, under the title Uber ein Okonomisches Gleichungssystem 
und eine Verallgemeinerung des Brouwerschen Fixpunktsatzes in the volume entitled Ergebuisse eines Mathe- 
matischen Seminars, edited by K. Menger (Vienna, I938). It was translated into English by G. Morgenstern. 
A commentary note on this article, by D. G. Champernowne, is printed below. 
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non-trivial since either of its parts can be answered only after the other one has been 
answered, i.e. its solution is implicit. We observe in particular: 

(a) Since it is possible that m> n it cannot be solved through the usual 
counting of equations. 
In order to avoid further complications we assume: 

(b) That there are constant returns (to scale); 
(c) That the natural factors of production, including labour, can be expanded 

in unlimited quantities. 
The essential phenomenon that we wish to grasp is this: goods are produced 

from each other (see equation (7) below) and we want to determine (i) which processes 
will be used; (ii) what the relative velocity will be with which the total quantity of 
goods increases ; (iii) what prices will obtain; (iv) what the rate of interest will be. 
In order to isolate this phenomenon completely we assume furthermore: 

(d) Consumption of goods takes place only through the processes of pro- 
duction which include necessities of life consumed by workers and employees. 
In other words we assume that all income in excess of necessities of life will be 

reinvested. 
It is obvious to what kind of theoretical models the above assumptions correspond. 
2. In each process Pi (i= i, . . ., m) quantities aij (expressed in some units) 

are used up, and quantities bij are produced, of the respective goods Gj (j = I, . . ., n). 
The process can be symbolised in the following way: 

n n 

Pi: Saij G - bij Gj .................................... (i) 
j=i j=-I 

It is to be noted: 
(e) Capital goods are to be inserted on both sides of (i); wear and tear of 

capital goods are to be described by introducing different stages of wear as 
different goods, using a separate Pi for each of these. 

(f) Each process to be of unit time duration. Processes of longer duration 
to be broken down into single processes of unit duration introducing if necessary 
intermediate products as additional goods. 

(g) (I) can describe the special case where good Gj can be produced only 
jointly with certain others, viz. its permanent joint products. 
In the actual economy, these processes Pi, i = i, . . ., m, will be used with 

certain intensities xi, i = i, . . ., m. That means that for the total production the 
quantities of equations (I) must be multiplied by xi. We write symbolically: 

m 
E = xi Pi.............................................. (2) 

i=i 

xi - o means that process Pi is not used. 
We are interested in those states where the whole economy expands without 

change of structure, i.e. where the ratios of the intensities x: .. . .: m remain 
unchanged, although xl, . . . xm themselves may change. In such a case they are 
multiplied by a common factor a per unit of time. This factor is the coefficient of 
expansion of the whole economy. 

3. The numerical unknowns of our problem are: (i) the intensities x1, . . ., xm 
of the processes P1, . . ., Pm ; (ii) the coefficient of expansion of the whole economy a; 
(iii) the prices y, . . ., yn of goods G, . . ., Gn; (iv) the interest factor 

z 
iE (= '+ ±, z being the rate of interest in % per unit of time. Obviously: 

2 

xi o,................ ,j > o, ............ ... (4) 
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and since a solution with xl - . . . = xm =o, or yi = .. .-yn= o would be 
meaningless: 

m n 
xi > o, ................ (5) 2 yj > o,....... ........ (6) 

i=I j=i 
The economic equations are now: 

m m 
a Zaij xi < bii xi, ........ .............................(7) 

and if in (7)< applies, yj =o .......................... ......... (7) 

ftZaij yj >= ij yj, . ....................... (8) 
j=i j=I 

and if in (8) > applies,, xi = o................................. (8') 
The meaning of (7), (7') is: it is impossible to consume more of a good Gj in the 

total process (2) than is being produced. If, however, less is consumed, i.e. if there 
is excess production of Gj, Gj becomes a free good and its price yj = o. 

The meaning of (8), (8') is: in equilibrium no profit can be made on any process 
Pi (or else prices or the rate of interest would rise-it is clear how this abstraction 
is to be understood). If there is a loss, however, i.e. if Pi is unprofitable, then Pi will 
not be used and its intensity xi = o. 

The quantities aij, bij are to be taken as given, whereas the xi, yj, a, ft are 
unknown. There are, then, m + n + 2 unknowns, but since in the case of xi, yj 
only the ratios xl: . . . Xm, Y : . .: yn are essential, they are reduced to m + n. 
Against this, there are m + n conditions (7) + (7') and (8) + (8'). As these, 
however, are not equations, but rather complicated inequalities, the fact that the 
number of conditions is equal to the number of unknowns does not constitute a 
guarantee that the system can be solved. 

The dual symmetry of equations (3), (5), (7), (7') of the variables xi, a and of 
the concept " unused process " on the one hand, and of equations (4), (6), (8), )8') 
of the variables yj, Pf and of the concept " free good " on the other hand seems 
remarkable. 

4. Our task is to solve (3)-(8'). We shall proceed to show: 
Solutions of (3)-(8') always exist, although there may be several solutions with 

different xl: . . .: Xm or with different yx: . . : yn. The first is possible since we 
have not even excluded the case where several Pi describe the same process or where 
several Pi combine to form another. The second is possible since some goods Gj may 
enter into each process Pi only in a fixed ratio with some others. But even apart 
from these trivial possibilities there may exist-for less obvious reasons-several 
solutions x, : . . .: Xm, Y : . . . : ym. Against this it is of importance that a, ft 
should have the same value for all solutions; i.e. a, f are uniquely determined. 

We shall even find that a and P. can be directly characterised in a simple manner 
(see paragraphs 10 and ii). 

To simplify our considerations we shall assume that always: 
aij + bij > o ............................................ (9) 

(aij, bij are clearly always > o). Since the aij, bij may be arbitrarily small this 
restriction is not very far-reaching, although it must be imposed in order to assure 
uniqueness of a, f as otherwise W might break up into disconnected parts. 

Consider now a hypothetical solution xi, a, yj, ft of (3)-(8'). If we had in (7) 
always <, then we should have always yj = o (because of (7')) in contradiction to (6). 

3 
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If we had in (8) always > we should have always xi = o (because of (8')) in contra- 
diction to (5). Therefore, in (7) < always applies, but = at least once; in (8) 2 
always applies, but = at least once. 

In consequence: 

Z bij xi 
Min. i=i 

j I, . ...................... (Io), 
, aij xi 

n 
X bij yj 

Max. j=i 
pf i= i= , . . ., m I 

............................. (TI. 
2 aij yj 

j=i 
Therefore the xi, yj determine uniquely a, ,f. (The right-hand side of (xo), (II) can 

never assume the meaningless form - because of (3)-(6) and (9)). We can therefore 

state (7) + (7') and (8) + (8') as conditions for xi, yj only: 
yj = o for each j- = i, . . .n, for which: 

m 
Zbij xi 

i=i 

m 
.Zaij xi' 
-=I 

does not assume its minimum value (for all j = i, . . ., n) . . . (7*). 
xi = o-for each i = i, . . ., m, for which: 

n 

Ebij yi 
j=' 

n 

Zaij yi 
j=I' 

does not assume its maximum value (for all i =, . . ., m) . . . (8*). 
The xl, . . ., xm in (7*) and the Yl, . . ., yn in (8*) are to be considered as 

given. We have, therefore, to solve (3)-(6),. (7) and (8) for xi, yj. 
5. Let X' be a set of variables (x',, . . ., x'm) fulfilling the analoga of (3), (5): 

m 
x'i j_ o,> . ......... (3') 27x'i > o................(5') 

i=I 

and let Y' be a series of variables (y', . . ., y'n) fulfilling the analoga of (4), (6): 

y.j o . ............... (4') .y'j > o,...............(6') 
j=21 

Let, furthermore, 

27 27 bij x'i y'j 

(X'i, Y') = . .......................(I2) 

27 aij x'i y'j 
i=i j=i 
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Let X= (xl, . . ., xm), Y= (yi, * * . yn) the (hypothetical) solution, X'= 
(x . . ., x'm), Y' = (Y'1 . . X y'n) to be freely variable, but in such a way that 
(3)-(6) and (3')-(6') respectively are fulfilled; then it is easy. to verify that (7*) 
and (8*) can be formulated as follows.: 

+(X, Y') assumes its minimum value for Y' if Y' - Y ......(7**). 
qb(X', Y) assumes its maximum value for X' if X' =X ...... (8**). 

The question of a solution of (3)-(8') becomes a question of a solution of (7**), 
(8**) and can be formulatedas follows: 

(*) Consider (X', Y') in the domain bounded by (3')-(6'). To find a saddle 
point X' = X, Y' = Y, i.e. where (X, Y') assumes its minimum value for Y', 
and at the same time (X', Y) its maximum value for Y'. 
From (7), (7*), (io) and (8), (8*), (II) respectively, follows: 

n m -m X 
3 [ bij xij X [ bij yj xi 

a = 
_ 

= (x, y) and = m = (Xf Y) 
3E [. aij xi]yj E [ aij yijxi 

respectively. 
Therefore: 

(**) If our problem can be solved, i.e. if +(X', Y') has a saddle point X' = X, 
Y= Y (see above), then: 

a = = (X,Y) = the value at the - saddle point ............ (3) 
6. Because of the homogeneity of b (X', Y') (in X', Y', i.e. in x', . . ., xr' and 

yl', . . . ym') our problem remains unaffected if we substitute the normalisations 
mI n 
Exi = I) ... X- - (5*) XYj ..,.... (6*) 

for (5'), (6') and.correspondingly for (5), (6). Let S be the X' set described by: 

xi. > j .(3') xi I .(5*) 

and let T be the Y' set described by: 

yj' X0 ........(4 ) z 'yj = . . . ........ (6*) 
1=' 

(S, T are simplices of, respectively, m - i and n - i dimensions). 
In order to solve' we make use of the simpler formulation (7*), (8*) and combine 

these with (3), (4), (5*), (6*) expressing the fact that X = (xl, . . ., xm) is in S and 
Y = (Y, * t ., yn) in T. 

7. We shall prove a slightly more general lemma: Let Rm be the n-dimensional 
1 The question whether our problem has a solution is oddly connected with that of a problem occurring 

in the Theory of Games dealt with elsewhere. (Math. Annalen; ioo, I928, pp. 295-320, particularly pp. 305 
and 307-3II). The problem there is a special case of (*) and is solved here in a new way through our solution 

m n 
of (*) (see below). In fact, if aij =, then E E aij x'i y'j = I because of (5*), (6*). Therefore 

i=31 j = 
m nt 

+ (Xt, Y')-E E bij x' y'j, and thus our (*) coincides with loc. cit., p. 307. (Our 0 (X', Y'), bij, x', y'j, 
i=T 1=' 

m, n here correspond to h (e, j), apq,ep, qq, M + I, N + I there). 
It is, incidentally, remarkable that, (*) does not lead-as usual-to a simple maximum or minimum 

problem, the possibility of a solution of which would be evident, but to a problem of the saddle point or 
minimum-maximum type, where the question of a possible solution is far more profound. 
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space of all points X = (xl, . . ., Xm), Rn the n-dimensional space of all points 
Y = (Y1 . . yn), Rm+n the m + n dimensional space of all points (X, Y)= 
(xi, . . . X, Yi . ., yn). 

A set (in Rm or Rn or Rm+n) which is not empty, convex closed and bounded we 
call a set C. 

Let S°, T° be sets C in Rm and Rn respectively and let S° x T° be the set of all 
(X, Y) (in Rrn+n) where the range of Xis S°and the range of Yis T0. Let V, Wbe two 
closed subsets of S° x T°. For every X in S° let the set Q (X) of all Y with (X, Y) 
in V be a set C; for each Y in T° let the set P (Y) of all X with (X, Y) in W be a 
set C. Then the following lemma applies. 

Under the above assumptions, V, W have (at least) one point in common. 
Our problem follows by putting S° = S, T° = T and V = the set of all 

(X, Y) = (xi, . . ., Xm, 1, . . yn) fulfilling (7*), W = the set of all (X, Y) = 
(xl, . . ., yXm, 1, . . ., yn) fulfilling (8*). It can be easily seen that V. W are closed 
and that the sets S° = S, T° = T, Q (X), P (Y) are all simplices, i.e. sets C. The 
common points of these V, W are, of course, our required solutions (X, Y) = 
(x * . ., Xm, Y1, . . ., ym). 

8. To prove the above lemma let S°, T0, V, W be as described before the lemma. 
First, consider V. For each X of S° we choose a point Y° (X) out of Q (X) (e.g. 

the centre of gravity of this set). It will not be possible, generally, to choose Y° (X) 
as a continuous function of X. Let e > o; we define: 

we (X, X') = Max. (o, i - distance (X, X')) ............ (I4) 

Now let Ye (X) be the centre of gravity of the Y° (X') with (relative) weight function 
we (X, X') where the range of X' is S°. I.e. if Y° (X) = (y1° (x), . . ., yn° (x)), 
Ye (X) = (y31 (x), .., yn (x)), then: 

ye (X) =f wJ (X, X') yj° (X') dX'/ fJ w (X, ') dX',.... (i5) 

We derive now a number of properties of Ye (X) (valid for all e > o): 
(i) Ye (X) is in T°. Proof: Y° (X') is in Q (X') and therefore in T°, and since 

Ye (X) is a centre of gravity of points Y° (X') and T° is convex, Y6 (X) also is in T°. 
(ii) Ye (X) is a continuous function of X (for the whole range of S°). Proof: it is 

sufficient to prove this for each yje (X). Now we (X, X') is a continuous function of 
X, X' throughout; -J we (X, X') dX' is always > o, and all yj0 (X) are bounded (being 

S° 
co-ordinates of the bounded set S°). The continuity of the yy6 (X) follows, therefore, 
from (I5). 

(iii) For each 8 > o there exists an c0 = c0 (8) > o such that the distance of 
each point (X, Yeo (X)) from V is < 8. Proof: assume the contrary. Then there rfiust 
exist a 8 > o and a sequence of e > o with lim E = o such that for every v = , 2, . . . 

v-+OC 
there exists a Xv in S° for which the distance (Xv, Yev (Xv)) would be 2 8. A 

fortiori Yev (Xv) is at a distance  - from every Q (X'), with a distance (Xv, X') , 2 

All Xv, v = I, 2, . . ., are in S° and have therefore a point of accumulation 
X* in S°; from which follows that there exists a subsequence of Xv, v = , 2, . .., 

converging towards X* for which distance (Xv, X*) < - always applies. Substituting 
2this subsequence for the Xv we see that we are justified in assuming 

this subsequence for the Ev, Xv, we see that we are justified in assuming: lim X, = X*, 

6 
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distance (Xv, X*)  - Therefore we may put X' = X* for every v = I, 2, . 

and in consequence we have always YEV (Xv) at a distance from Q (X*). 

Q(X*) being convex, the set of all points with a distance < - from (Q(X*) 
is also convex. Since Y6v (Xv) does not belong to this set, and since it is a centre of 
gravity of points Y° (X') with distance (Xv, X') < ev (because for distance (Xv, X') >Ev, 
w^ (Xv, X') = o according to (I4)), not all of these points belong to the set under 
discussion. Therefore: there exists a X' = Xv for which the distance (Xv, X'v) < ev 

and where the distance between Y° (X'v) and Q (X*) is 2 2 

Lim Xv =.X*, lim distance (Xv, X'v) = o, and therefore lim X'v = X*. All 
Y° (Yv) belong to T° and have therefore a point of accumulation Y*. In consequence, 
(X*, Y*) is a point of accumulation of the (Xv, Y° (Xv)) and since they all belong 
to V, (X*, Y*) belongs to V too. Y* is therefore in Q (X*). Now the distance of 

every Y° (Yv) including from Q (X*) is > - This is a contradiction, and the proof 
2. 

is complete. 
(i)-(iii) together assert: for every 8 > o there exists a continuous mapping 

Y8 (X) of S° on to a subset of T° where the distance of every point (X, Y8 (X)) from 
V is < 8. (Put Y8 (X) = YE (X) with e = Eo = c0(8)). 

9. Interchanging S° and T°, and V and W we obtain now: for every 8 > o 
there exists a continuous mapping X8 (Y) of T° on to a subset of S° where the distance 
of every point (X8 (Y), Y) from W is < 8. 

On putting f8 (X) = X8 (Y8 (X)), f8 (X) is a continuous mapping of S° on to 
a subset of S°. Since S° is a set C, and therefore topologically a simplex1 we can use 
L. E. J. Brouwer's Fix-point Theorem2; f8 (X) has a fix-point. I.e., there exists a 
X8 in S° for which X8 =f8 (X8) = X8 (Y8 (X8)). Let Y8 = Y8 (X8), then we have 
Xa = X8 (Y8). Consequently, the distances of the point (X8, Y8) in Rm+nboth from 
V and from W are < 8. The distance of V from W is therefore < 28. Since this is 
valid for every 8 > o, the distance between V and W is = o. Since V, W are closed 
and bounded, they must have at least one common point. This proves our lemma 
completely. 

IO. We have solved (7*), (8*) of paragraph.4 as well as the equivalent problem 
(*) of paragraph 5 and the original task of paragraph 3: the solution of (3)-(8'). 
If the xi, yj (which were called X, Y in paragraphs 7-9) are determined, a, f3 follow 
from (I3) in (**) of paragraph 5. In particular, a = f. 

We have emphasised in paragraph 4 already that there may be several solutions 
xi, yj (i.e. X, Y); we shall proceed to show that there exists only one value of a (i.e. 
of ,B). In fact, let Xl, Y1, ac, P and X2, Y2, a2,, P2 be two solutions. From (7**), 
(8**) and (I3) follows: 

a==l- 1 (X1, Y1) ! # (Xl, Y2), 

a2= 2 = (X2, Y2) (Xl-, Y2), 
therefore a1 =  a2 = I2* For reasons of symmetry a2 = <f < a, = p, therefore 
a, = -. a2 = =2* 

1 Regarding these as well as other properties of convex sets used in this paper, c.f., e.g. Alexandroff 
and H. Hopf, Topologie, vol. I, J. Springer, Berlin, 1935, pp. 598-609. 

2 Cf., e.g. i c, footnote I, p. 480. 

7 
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We have shown: 
At least one solution X, Y, a, fP exists. For all solutions: 

a =- -3= (X, Y) ...................................... (I3) 
and these have the same numerical value for all solutions, in other words : The interest 
factor and the coefficient of expansion of the economy are equal and uniquely determined 
by the technically possible processes P1, . . ., Pm. 

Because of (13), a > o, but may be ~ i. One would expect a > i, but a < i 
cannot be excluded in view of the generality of our formulation : processes P1 . . ., Pm 
may really be unproductive. 

iI. In addition, we shall characterise a in two independent ways. 
Firstly, let us consider a state of the economy possible on purely technical con- 

siderations, expanding with factor a' per unit of time. I.e., for the intensities 
x, . .., Xm applies: 

m 
xi o.............. (3') Z xi' > o.............. (5') and 

==I 

m m 
a' Z aij xi' :9 bij xi' .................................. (7") 

i=I i=1 

We are neglecting prices here altogether. Let Xi, yj, a =3 be a solution of our original 
n 

problem (3)-(8') in paragraph 3. Multiplying (7") by yj and adding Z we obtain: 
j=I 

m n m n 
a' X 

' 
Z aij xi' yj < Z Z bij xi' yj, 

i=i j=i i=i j=i 
and therefore a' < (X', Y). Because of (8**) and (13) in paragraph 5, we have: 

a' (X', Y) (X, Y)=a= ........................ (I5). 
Secondly, let us consider a system of prices where the interest factor ,B' allows 

of no more profits. I.e. for prices Y', . . . y'n applies: 
n 

y >- o, ............ (4') 2 y'j > o, ............ (6') and 

n n 

j=I j=I 

Hereby we are neglecting intensities of production altogether. Let xi, yj, a = f as 
m 

above. Multiplying (8") by Xi and adding . we obtain: 
i=I 

m n m n 
8' Z aij xi y'j < Z 2X bij xi y'j 

i=1 j=xI i=I j=-I 
and therefore ,B' > q (X, Y'). Because of (7**) and (I3) in paragraph 5, we have: 

pl' 2 # (X, Y') >  (X, Y) = a = ......................(i6) 
These two results can be expressed as follows: 

The greatest (purely technically possible) factor of expansion a' of the whole economy 
is a' = a = ,, neglecting prices. 

The lowest interest factor f' at which a profitless system of prices is possible is 
,6' = a = -, neglecting intensities of production. 

8 
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Note that these characterisations are possible only on the basis of our knowledge 
that solutions of our original problem exist-without themselves directly referring 
to this problem. Furthermore, the equality of the maximum in the first form and 
the minimum in the second can be proved only on the basis of the existence of this 
solution. 

Princeton, N.J. J. v. NEUMANN. 
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